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Il Encontro Paranaense do
PROFMAT

APRESENTACAO

Em outubro de 2019, nos dias 11 e 12, ocorreu na Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana (UTFPR), Campus Curitiba, o Il Encontro Paranaense do PROFMAT —
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional. O evento teve como objetivo
promover a integracdo e a cooperacao das Instituicdes de Ensino Superior que ofertam
o PROFMAT no Parana com as Secretarias Municipal e Estadual de Educagdo, a Olimpiada
Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas, as escolas da rede publica, a Associacdo
Nacional dos Professores de Matemdtica da Educacdo Bdsica e as demais entidades
envolvidas, em concordancia com os critérios de avaliagdo do PROFMAT. O evento
contou com palestras, mesas-redondas, comunicacées orais, minicursos, oficinas e
apresentagao de posteres.

Esta se¢do da Revista Transmutare compde-se de trabalhos apresentados durante
o evento, sendo eles: cinco oficinas, nove pOsteres e quinze comunicages orais. A
publicacdo desses trabalhos pela revista amplia a divulgacdo das atividades, estudos e
pesquisas que vém sendo desenvolvidas nos cursos de formagdao de professores da
Universidade Tecnolégica Federal do Parana.
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Equicomposicao com o Tangram e com o
Cubo-Tangram

RESUMO

Apresentamos neste trabalho o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien e o terceiro problema
de Hilbert para abordar a equicomposi¢cdo em duas e em trés dimensGes. Empregamos o
Tangram e o Cubo-Tangram para calcular areas e volumes em atividades de
equicomposicdo. Concluimos que a equicomposicdo é uma excelente metodologia para
estabelecer estratégias na resolugdo de problemas envolvendo o calculo de areas e de
volumes.

PALAVRAS-CHAVE: O teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien. O terceiro problema de Hilbert.
Area. Volume. Resolugdo de problemas.

INTRODUCAO

O Tangram é um quebra-cabeca chinés de sete pecas poligonais que
compdem um quadrado, enquanto o Cubo-Tangram é um cubo particionado em
sete prismas retos cujas bases sdo as pecas do Tangram. As figuras formadas com
todas as pecas do Tangram tém a mesma area e sdo equidecomponiveis. Ja as
figuras formadas com todas as peg¢as do Cubo-Tangram tém o mesmo volume e
sao equidecomponiveis. A Figura 1 ilustra o Tangram e o Cubo-Tangram, este
ultimo em uma versao proposta por Fernandes (2018).

Figura 1 - (a) Tangram; (b) Cubo-Tangram
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Fonte: Fernandes (2018).

A equicomposi¢do pode ser generalizada, isto é, dois poligonos que tém a
mesma area ou dois poliedros que tém o mesmo volume sdo sempre
equidecomponiveis? Para responder a estas perguntas, apresentamos o teorema
de Wallace-Bolyai-Gerwien e o terceiro problema de Hilbert (FERNANDES, 2018;
(NOS; FERNANDES, 2018).
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ATIVIDADES DE EQUICOMPOSICAO

Segundo Boltianski (1981, p. 9), “duas figuras sdo equicompostas (ou
equidecomponiveis) se é possivel decompor uma das figuras em um numero finito
de partes e, por meio de um rearranjo dessas partes, compor a outra figura”. No
plano, empregamos o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien e o Tangram para
propor problemas de equicomposicao envolvendo o calculo de areas. No espaco
tridimensional, usamos o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, o terceiro
problema de Hilbert e o Cubo-Tangram para propor problemas de equicomposicao
envolvendo o calculo de volumes. Nas atividades propostas construimos e
utilizamos puzzles e materiais manipulativos para aprimorar as concepgdes
geométricas na resolucdo de problemas envolvendo a equicomposi¢cdo em duas e
em trés dimensdes.

CONCLUSAO

Empregando o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien e o terceiro problema
de Hilbert, apresentamos propostas didaticas para a sala de aula sobre
equicomposicdo no calculo de areas e de volumes. As atividades propostas
aprimoram a concepcdo geomeétrica, principalmente a espacial, e contribuem a
educacdo matemadtica no Ensino Fundamental e no Ensino Médio.

AGRADECIMENTOS

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de
Financiamento 001.
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Conceitos de geometria e de teoria dos
numeros via paradoxos geométricos

RESUMO

Empregamos neste trabalho os paradoxos geométricos do Tangram, de Curry e de Hooper
para explorar em atividades recreativas conceitos de geometria plana, de geometria
analitica e de teoria dos numeros. Concluimos que a Matematica Recreativa é uma
excelente metodologia para motivar a aprendizagem e verificar a assimilagdo de conceitos
matematicos.

PALAVRAS-CHAVE: Paradoxo do Tangram. Paradoxo de Curry. Paradoxo de Hooper.
Matematica Recreativa.

INTRODUCAO

Um paradoxo é uma declaracdo que vai contra o senso comum, expectativas
ou definicdes; é uma proposicdo que, apesar de aparentar um raciocinio coerente,
demonstra falta de légica. A palavra paradoxo provém do grego paradoksos: o
prefixo para significa contrario a, ou oposto de, e o sufixo doxo, opinido. No latim,
paradoxum é uma sentenca que se opde a opinido comum. Segundo Farlow
(2014), os melhores paradoxos sdo os mais faceis de afirmar e os mais dificeis de
resolver. Entdo, solucionar um paradoxo seria como desvendar um truque? Seria
magica? Poderiamos, enquanto estudantes e/ou professores de matematica,
empregar paradoxos de forma recreativa para introduzir/investigar conceitos
matematicos, principalmente geométricos?

Inspirados principalmente por Gardner (1956), autor de varias obras de
Matematica Recreativa, dentre elas o classico Mathematics, magic and mystery,
investigamos inicialmente dois paradoxos légicos, o paradoxo do mentiroso e o
paradoxo do altruista, e, em seguida, trés paradoxos geométricos: o paradoxo do
Tangram, o paradoxo de Curry e o paradoxo de Hooper. Em seguida, exploramos
em atividades recreativas conceitos de geometria plana, como area, semelhanca
de triangulos e o teorema de Pitagoras, de geometria analitica, como a declividade
da reta, e de teoria de numeros, como a sequéncia de Fibonacci, para
explicar/desvendar os paradoxos geométricos investigados.

ATIVIDADES RECREATIVAS

Nas atividades propostas, empregamos papel milimetrado e também o
GeoGebra. A Figura 1 ilustra o paradoxo de Hooper, com o qual podemos explorar
os conceitos de area e de declividade da reta.
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Figura 1 - Paradoxo de Hooper: 64=65?

||

Fonte: Sentone (2017); N6s e Sentone (2017); Nés e Sentone (2018).

CONCLUSAO

As atividades recreativas que propomos elucidam os paradoxos
geométricos investigados, instigam a curiosidade e promovem a discussdo de
conceitos matematicos e o trabalho em grupo.

AGRADECIMENTOS

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de
Financiamento 001.
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Applied Mathematics, v. 6, n. 1, p. 010365-1 — 010365-7, 2018. DOI:
10.5540/03.2018.006.01.0365.
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Manual de uso do teodolito nas aulas de
matematica

RESUMO

Neste resumo apresentamos uma atividade pratica do uso do teodolito nas aulas de
matematica. A atividade foi selecionada na dissertacdo do primeiro autor e do produto
associado desenvolvido. Buscamos fornecer uma alternativa de contextualizacdo da
geometria e trigonometria do triangulo retangulo, vistos no primeiro ano do Ensino Médio,
aplicando a topografia, mostrando ao aluno que esses conteldos tém aplicagdes praticas e
reais muito Uteis nas areas de engenharia.

PALAVRAS-CHAVE: Contextualizagdo. Topografia. Matematica. Trigonometria. Geometria.

INTRODUCAO

O propdsito da atividade desenvolvida, e das outras, que podem ser vistas
em maior numero e detalhe na dissertacdo, é servir como um guia pratico para o
professor da Educacdo Basica que deseje explorar tematicas da geometria no
contexto da topografia utilizando o teodolito didatico. Aqui exploramos uma
atividade envolvendo a relacdo trigonométrica da tangente. Buscamos produzir
uma referéncia rapida para permitir intervengdes pontuais ligando os conceitos
estudados na escola a aplicagdes praticas da matemdtica no mundo real, que
foram de grande importancia na navegac¢ado e na cartografia e que estdo implicitas
em muitas técnicas modernas.

ATIVIDADE PRATICA SOBRE RELACOES TRIGONOMETRICAS

Nesta atividade pratica calculamos a altura de um objeto (arvore, prédio,
caixa d’agua, etc), utilizando apenas uma trena e o teodolito didatico. Indicamos o
procedimento de explicar aos alunos que para medir essa altura os mesmos
utilizam a definicdo de tangente e que para tanto precisam apenas de uma medida
de distancia horizontal e que o objeto esteja na vertical. Explicar ainda que, ao final
do célculo, devem adicionar a altura do teodolito.

O procedimento de leitura de dados é:

1. instalar e nivelar o teodolito didatico no ponto A de forma que seja possivel
visualizar sem obstdaculo o objeto e, zerando o angulo vertical, determinar
um ponto B no objeto;

2. levantar a luneta do teodolito até visualizar o ponto C do objeto, acima de
B, e anotar o dangulo vertical a;

3. medir a distancia horizontal AB de A até o ponto B com uma trena;

4. medir a altura do teodolito didatico, que chamamos de i.
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Fazendo com cuidado os procedimentos acima garantimos um triangulo
retdngulo ABC, com angulo reto em B, a medida de um cateto (AB) e um angulo
agudo a, conforme a Figura 1.

Figura 1 - Medindo a altura de uma arvore com um teodolito

Fonte: Ramos e Adames (2019).

Da definicdo de tangente em a, temos que BC = AB.tana e que a altura
do objeto é

BC = AB.tana + i.
CONCLUSAO

O trabalho apresenta uma atividade prdatica que pode ser realizada com
um teodolito diddtico e que pode ser acrescentada as aulas tradicionais sobre o
tema.

AGRADECIMENTOS
O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de
Financiamento 001.
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Os jogos de blocos de montar e as
transformacgoes geomeétricas

RESUMO

Este trabalho aborda o ensino da Geometria na Educagdo Basica, tomando como premissa
que a conformacao de cendrios ludicos pode favorecer um maior engajamento dos alunos.
A principal questdo motivadora é: quais estratégias de ensino podem ser utilizadas para o
desenvolvimento das habilidades e competéncias relacionadas ao tépico de
“transformagdes geométricas”? Metodologicamente, parte-se de uma revisdo desse
conteudo presente na Base Nacional Comum Curricular e da sua articulagdo com a teoria
da Gramatica da Forma. Ao final, evidencia-se que os jogos de blocos de montar podem ser
adotados como material didatico concreto e Iudico para a exploragdo das transformacGes
geométricas.

PALAVRAS-CHAVE: TransformacGes geométricas. Blocos de montar. Geometria.

INTRODUCAO

Diversos autores, tal como relatado por Rossi (2009, p. 20), mencionam que
o ensino da Geometria na Educacdo Bdsica encontra muitas dificuldades,
sobretudo em funcdo da adogdo “de uma pratica pedagogica baseada unicamente
na memorizacdo de conteudos e, tendo o quadro verde e giz como Unica
ferramenta pedagdgica utilizada”. E nesse sentido que a autora afirma que “os
professores se sentem desafiados a buscar novas estratégias de ensino que
despertem o interesse dos alunos [...]” (ROSSI, 2009, p. 20).

Diante desse contexto, este artigo se debruga sobre a seguinte questdo:
guais estratégias de ensino podem ser utilizadas para o desenvolvimento das
habilidades e competéncias relacionados ao tdépico de “transformacdes
geomeétricas”? O principal objetivo deste trabalho é apresentar os jogos de blocos
de montar associados a teoria da Gramatica da Forma como uma alternativa para
a criacdo de cenarios ludicos para o ensino das transformacdes geométricas.

AS TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS E OS BLOCOS DE MONTAR

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) propde que o tdpico das
transformagGes geométricas deve estar presente no Ensino Fundamental,
sobretudo ao que diz respeito ao estudo das simetrias, o qual “deve ser iniciado
por meio da manipulagdo de representagdes de figuras geométricas planas em
quadriculados ou no plano cartesiano, e com recurso de softwares de geometria
dindmica” (BRASIL, 2017, p. 271 e 272). Com relagdo a BNCC do Ensino Médio, as
transformagGes geométricas aparecem nos pares de ideias fundamentais
intitulado “Movimento e posicdo” e “Relagdes e inter-relagdes” (BRASIL, 2018, p.
521) e também estdo relacionadas a seguinte habilidade vinculada a Competéncia
Especifica 1: “(EM13MAT105) Utilizar as nocbes de transformacdes isométricas
(translacdo, reflexdo, rotacdo e composicdes destas) e transformacdes
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homotéticas para analisar diferentes produ¢des humanas como construgdes civis,
obras de arte, entre outras” (BRASIL, 2018, p. 525).

Como se vé, a Geometria contribui diretamente para o desenvolvimento
da percepcdo espacial e do julgamento estético e, mais especificamente, as
transformacgGes geométricas podem fornecer um lastro logico-criativo-pragmatico
para a producdo de artefatos humanos. Portanto, esses conceitos ndo devem ser
negligenciados na Educacdo Bdsica, devendo ser explorados em contextos
variados, para além da mera exposicdo tedrica desassociada das incursdes
empiricas.

E nesse sentido que a adog3o dos jogos de blocos de montar associados a
teoria da Gramatica da Forma apresenta-se como uma possibilidade para criacdo
de cenarios Iudicos e para fomentarem um maior engajamento dos alunos no
processo de ensino-aprendizagem das transformagdes geométricas. Ressalta-se
gue essa associacdo se mostra pertinente, pois, por um lado, a Gramatica da Forma
pode ser considerada como um método formalista para a geracdo e andlise de
composicoes geométricas e, por outro, o uso dos blocos de montar, como recurso
didatico manipulavel, conecta os alunos ao mundo real e palpavel. Assim, o ensino
das transformacdes pode se apoiar tanto nos aspectos tedricos quanto na
experimentacdo e manipulacdo dos jogos dentro de um contexto divertido.

CONCLUSAO

Buscamos evidenciar, neste trabalho, que o tdpico “transformacdes
geométricas”, de acordo com a BNCC, estd presente tanto no Ensino Fundamental
quanto no Ensino Médio e que o seu estudo contribui para a producdo dos
artefatos humanos. Assim, é dentro dessa perspectiva que se vislumbra a adoc¢do
da Gramdtica da Forma associada ao uso dos blocos de montar para que os
conceitos relativos as transformacgdes geométricas sejam explorados tanto sob um
viés tedrico quanto de uma experimentacdo de materiais concretos.

REFERENCIAS

BRASIL. Ministério da Educacdo. Base nacional comum curricular. 2017.
Disponivel em: https://bit.ly/2uLz780. Acesso em: 10 maio 2019.

BRASIL. Ministério da Educacdo. Base nacional comum curricular: Ensino Médio.
2018. Disponivel em: https://bit.ly/21YzVzE. Acesso em: 10 maio 2019.

ROSSI, G. da R. O ensino e aprendizagem de poligonos e transformacoes
geométricas no plano: relacionando a arte e matemadtica por meio dos frisos e dos
ladrilhos. Dissertacdao de Mestrado, Centro Universitario Franciscano, Santa Maria,
2009.
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Uso do GeoGebra na determinacao do
volume do Sdlido de Escher

RESUMO

Nesse trabalho apresentamos uma possibilidade de aliar a arte e a tecnologia através da
obra do artista grafico Maurits Cornelis Escher, Cascata, e o uso do GeoGebra. Utilizamos
esse software como ferramenta de apoio e construimos um dodecaedro rémbico estrelado,
conhecido como Sélido de Escher, e determinamos uma férmula para o calculo de seu
volume, o que nos permitiu concluir que o volume desse sdélido equivale ao de quatro
hexaedros regulares.

PALAVRAS-CHAVE: Recurso digital. Dodecaedro rdmbico. Ensino e aprendizagem.

INTRODUCAO

Quando falamos em aula de geometria espacial, podemos considerar que a
representacdo grafica é fundamental. De acordo com Segadas, Silva e Moutinho
(2004), essa area da Matematica é considerada dificil de entender e pode se tornar
uma barreira no aprendizado dos discentes. Um dos motivos, segundo as autoras,
é a baixa capacidade de visualizacdo espacial apresentada por eles.

Diante dessa situagao, procuramos uma maneira de contribuir na promogao
do ensino e aprendizagem do tema poliedros e apresentamos uma forma de
associar a arte de Escher e o recurso digital GeoGebra.

DESENVOLVIMENTO

Em seus trabalhos Escher buscou trabalhar com as formas geométricas e,
dentre suas obras destacamos a Cascata, de 1961. Na gravura aparecem dois
poliedros, o da direita um dodecaedro rémbico estrelado, que ficou conhecido
como Sdlido de Escher (SE), Figura 1.

Figura 1 - Litogravura Cascata, de 1961

Fonte: Silva (2018).
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O SE é uma estrelacdo (técnica difundida por Kepler e Poinsot) do
dodecaedro rédmbico (Sdlido de Catalan), que é dual do cuboctaedro (Sdlido de
Arquimedes), obtido do truncamento de um hexaedro regular ou um octaedro
regular (Sélidos de Platdo). Ele possui dois tipos de arestas, sendo a maior delas
utilizada para o calculo de seu volume, que denominamos 2a.

O volume do SE (Vsg) pode ser definido como Vg = Vpr + 12Vp, onde
Vpr € o volume do dodecaedro rombico e Vp o volume de cada uma das doze
piramides formadas em sua estrelacdo. Com ajuda do GeoGebra, podemos

3
concluir que Vpg = 2a3, Vp = % e, temos que o Vg = 4a3, ou seja, equivale ao
volume de quatro hexaedros regulares de aresta a (SILVA, 2016). Também

podemos chegar a esse resultado por meio dos tradicionais calculos algébricos ou
utilizando um material didatico manipulavel (SILVA, 2018).

CONCLUSAO

O uso do GeoGebra possibilitou a determinacdo de uma férmula para o
calculo do volume do Sélido de Escher, permitindo observar e compreender as suas
caracteristicas durante a sua construgdo.

AGRADECIMENTOS

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de
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O GeoGebra 3D como recurso para o calculo
do volume de poliedros por (de)composicao

RESUMO
Apresentamos neste trabalho estratégias de composicdo/decomposicdo de poliedros
convexos empregando o aplicativo gratuito de geometria dindmica GeoGebra 3D. As
atividades de composicdo/decomposi¢cdo permitem estabelecer o volume de um poliedro
convexo a partir de volumes conhecidos, como o volume de prismas e de piramides.
Concluimos que o GeoGebra 3D é um excelente aplicativo para ser explorado no calculo do
volume de poliedros convexos na Licenciatura em Matematica e também no Profmat.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria Dinamica. Rombicuboctaedro. Volume.

INTRODUCAO

Por se tratar de uma tarefa muitas vezes complexa e “um tema pertinente
a formac3o geométrica do Professor de Matematica” (SILVA; NOS, 2018), o calculo
do volume de poliedros convexos é um tdpico que deve ser explorado no Ensino
Médio, na Licenciatura em Matematica e no Mestrado Profissional em
Matemdtica em Rede Nacional - Profmat. Assim, o cdlculo do volume de um
poliedro convexo pode ser abordado basicamente sob duas perspectivas:
“decompor o poliedro em poliedros com volume conhecido, como prismas e
piramides” (NOS; SILVA, 2019), como, por exemplo, dividir o octaedro regular em
duas piramides de base quadrangular; “eliminar poliedros de volume conhecido,
como prismas e piramides, de um poliedro de volume também conhecido”
(NOS; SILVA, 2019), como, por exemplo, eliminar piramides de base pentagonal
de cada vértice do icosaedro regular a fim de se obter o icosaedro truncado.
Nessas de(composicBes), utilizamos o software de geometria dindmica GeoGebra
3D (GEOGEBRA, 2019).

A (DE)COMPOSICAO DE POLIEDROS
Como é possivel “transformar poliedros removendo, acoplando ou
girando poliedros” (SILVA; NOS, 2018), obtemos novos poliedros a partir de
operacdes sobre poliedros ja existentes. Logo, o calculo do volume desses novos
poliedros se dd por meio da soma, ou subtracdo, do volume de poliedros
conhecidos. Para uma melhor visualizacdo do poliedro, podemos construi-lo por
meio de sua planificacdo em papel ou por meio de softwares computacionais.

Sendo um software livre, que pode ser usado de forma online ou offline
(por meio de download) gratuitamente, optamos pelo GeoGebra 3D para
construir poliedros, secciona-los e aplicar operagdes tais como afastar, acoplar ou
girar.

Para ilustrar o uso do software, escolhemos o rombicuboctaedro, um
poliedro Arquimediano obtido a partir da expansdao do cubo. Podemos também
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compor o rombicuboctaedro unindo duas cupulas quadradas e um prisma regular
de base octogonal, como ilustra a Figura 1.

Figura 1 - (De)composi¢cdo do rombicuboctaedro

i

Fonte: Os autores.

O volume do rombicuboctaedro pode ser determinado pela soma dos
volumes dos poliedros que o compdem. O volume V. da clpula quadrada é
calculado de forma detalhada em Silva e Nos (2018), enquanto o volume V}, do
prisma regular é dado pelo produto da area do octégono regular pela altura do
prisma. Dessa forma, adotando a como a medida da aresta do rombicuboctaedro,
temos que o volume V;. do rombicuboctaedro é igual a

W2+6

2
Ta3 +2(W2+1Dad = 5(5\/5 + 6)ad.

V, =2V, +V,

CONCLUSAO

Apresentamos nesse trabalho a (de)composicdo dindmica de poliedros
convexos com o GeoGebra 3D para estabelecer estratégias para o cdlculo do
volume. llustramos compondo/decompondo o rombicuboctaedro, um poliedro
Arquimediano. Esperamos dessa maneira motivar os professores da Educacdo
Basica, do Ensino Superior e também das Pds-Graduac¢do a empregarem softwares
de geometria dindmica, como o GeoGebra 3D, no cdlculo do volume de poliedros
convexos.

REFERENCIAS

GEOGEBRA. GeoGebra 3D graphing calculator. 2019. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/3d?lang=pt-BR. Acesso em: 14 jul. 2019.
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O problema que tornou Euler famoso

RESUMO

Este trabalho apresenta o Problema da Basileia, cuja resposta tornou Leonhard Euler
famoso. A prova de Euler, que por muito tempo continha uma passagem tida como
incorreta, foi aceita apds o Teorema da Fatoracdo de Weierstrass. O trabalho discute
também, por meio desse problema, a importancia da Historia da Matematica para as aulas
de matematica.

PALAVRAS-CHAVE: Problema da Basileia. Leonhard Euler. Histéria da Matematica.

INTRODUCAO

Uma das principais vantagens da utilizacdo da Histéria da Matematica no
ensino é que o estudante passa a entender a Matematica como um conhecimento
dindmico, fruto de uma evolucdo, e percebe que ela estd aberta a avancos. Tais
avanc¢os podem ocorrer com a resolucdo de problemas em aberto. Ao longo da
historia foram diversos os problemas que estiveram em aberto por muitos anos,
e muitos ainda permanecem assim. Matematicos que conseguem resolver um
destes problemas entram para a Histéria e o matematico suico Leonhard Euler
(1707-1783) alcangou notoriedade apds resolver o Problema da Basileia. Euler é
reconhecido como um dos matematicos mais importantes da Histéria, ndo apenas
por ter resolvido tal problema, mas principalmente por ter contribuido com a
Matematica em diversas areas com mais de 850 trabalhos (SIMMONS, 2002),
muitos de extrema importancia.

O PROBLEMA DA BASILEIA

Em 1644 este problema foi proposto pelo matematico italiano Pietro
Mengoli (1625-1686), mas apesar dos esfor¢cos dos maiores matematicos da época,
sua solugdo ndo surgia (SZPIRO, 2008). Nascia em torno dele um enigma similar ao
do Ultimo Teorema de Fermat. Johann Bernoulli (1667-1748), professor de Euler
na Universidade da Basileia (BOYER, 2003), provavelmente foi quem apresentou
esse problema a ele. Apds resolver o problema, Euler passou a chamar a atencdo
da comunidade académica da época. O problema consistia em apresentar o
resultado da soma dos inversos dos quadrados perfeitos, ou seja:

=1 1 1 1 1
wortEtetet

n=1
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A SOLUGAO DE EULER E SUA INVALIDADE

Na solucdo apresentada por Euler em 1740, a soma é 72 /6. O resultado,
correto, surpreendeu a todos, pois envolvia T como resposta de uma série que nao
parecia estar relacionada com circunferéncias e trigonometria. No entanto, apesar
da belissima demonstragdo, existia uma passagem nao muito bem explicada. Essa
prova permaneceu invalida até 1885, quando o matematico alemao Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815-1897) provou o Teorema da Fatoracdo de Weierstrass.
Assim, uma das passagens de sua resolucdo que fora questionada por quase 150
anos foi justificada. Os detalhes dessa e outras demonstra¢cdes podem ser
encontrados em Gayo (2015).

CONCLUSAO

A Histdria da Matemadtica ndo deveria ser contada por meio de uma
magcante bibliografia, mas sim mostrando como um tema surge, se desenvolve e
ganha importancia ao longo do tempo. Um exemplo disso é a prova de Euler para
o Problema da Basileia, que parecia ter um equivoco, o que nao tirava sua beleza,
afinal o resultado estava certo. Neste ponto o raciocinio e a criatividade sdo tao
importantes na Matemadtica quanto seu rigor e formalismo. O equivoco ocorre na
utilizacdo de uma propriedade que hoje seria possivel justificar com o Teorema de
Weierstrass. Assim, nota-se que no desenvolvimento da Matemdtica a intuicdo
vem a frente do formalismo. Percebe-se que a Matemadtica ndo se desenvolve
linearmente, tal como estd em um livro diddtico: sua evolucdo é dinamica e partes
que compdem um mesmo tema surgem e se desenvolvem em tempos, lugares e
com finalidades diferentes.
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Demonstrando o volume da esfera

RESUMO

Empregamos neste trabalho diversas estratégias para calcular o volume da esfera. Dentre
elas, destacamos a inscricdo da esfera em um cilindro equildtero, isto é, o teorema de
Arquimedes, e a decomposicdo da esfera em pirdmides. Concluimos que ha métodos
relativamente simples que podem ser utilizadas pelo professor de matematica do Ensino
Médio para justificar a relagdo para o célculo do volume da esfera.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria Espacial. Teorema de Arquimedes. Cilindro. Cone. Tronco de
cone de bases paralelas.

INTRODUCAO

Segundo Muniz Neto (2013):

[...] a apresentagdo cuidadosa da Geometria nos ciclos Fundamental e
Médio reveste-se de extraordinaria importancia, pelo simples fato de
se configurar em uma das melhores instancias para expor os alunos,
de maneira sistemdtica, a argumentagdo logico-dedutiva que
caracteriza a Matematica como corpo de conhecimento (MUNIZ NETO,
2013, p. XI).

Dessa forma, investigamos diferentes técnicas para comprovar a relagao
para o calculo do volume da esfera e que podem ser empregadas pelo professor
de matematica em sala de aula no Ensino Médio. O objetivo é substituir a mera
apresentagdo da relagdo para os estudantes por atividades que conduzem a
comprovagao da relagao.

O VOLUME DA ESFERA

. . 4
Teorema 1. O volume da esfera de raio r é dado porgnr3.

Ha muitas formas de se provar o Teorema 1. As Figuras 1 e 2 ilustram,
respectivamente, a decomposicdo da esfera em piramides e a inscricdo da esfera
em um cilindro equildtero. Esta ultima é a esséncia do teorema de Arquimedes.
Além dessas estratégias, também ¢é possivel empregar o Principio de Cavalieri
(LIMA, 2011) e a decomposicdo da esfera em cilindros e em troncos de cone retos
de bases paralelas.
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Figura 1 - Esfera decomposta em piramides

Fonte: Or (2019).

Figura 2 - Esfera inscrita no cilindro equildtero

Fonte: Os autores.

CONCLUSAO

Apresentamos varios métodos para calcular o volume da esfera.
Esperamos que o presente trabalho motive os professores de matemadtica do
Ensino Médio a organizar atividades para comprovar relacGes matemdticas,
especialmente aquelas para o calculo de volumes, em substituicdo a mera
apresentacdo dessas relacgoes.
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O uso da mecanica quantica para o ensino
de matrizes

RESUMO

Dar novas roupagens ao ensino de matrizes, correlacionando o tema matrizes com outras
areas do conhecimento, como fisica e quimica por exemplo, permite que mostremos a
importancia do estudo de matrizes. Nesse campo de estudo, a fisica quantica se mostrou
um valoroso instrumento de ensino e, ao mesmo tempo, uma importante forma de
promover o interesse dos alunos. O uso do conceito de spin, sistemas de dois niveis, os
postulados da mecanica quantica e as matrizes envolvidas foram usados juntamente com
um software livre, simulando o experimento de Stern-Gerlach e, escrevendo a matriz coluna
associada a cada spin.

PALAVRAS-CHAVE: Matrizes. Mecanica Quantica. Spin.

INTRODUCAO

O tema fisica moderna, principalmente a mecanica quantica, tem sido
abordado na atualidade com grande énfase nas HQ, nas grandes producdes
cinematograficas que levam as HQ para o cinema e, também na nova literatura de
ficgdo. E o publico que mais consome esse tipo de midia é o publico representado
pelos alunos do Ensino Médio. Por isso, o tema fisica quantica é sempre tdo
atrativo aos jovens. Ndo é nosso objetivo aqui verificar a veracidade de todas as
informacBes apresentadas nessas midias. Mas sim aproveitar o interesse dos
alunos por esse assunto, para abordar o tema matriz dentro desse contexto.

Estudos tém demonstrado que o uso didatico de softwares quando bem
utilizados trazem resultados satisfatorios no processo de ensino aprendizagem,
embora o uso desse tipo de recurso ainda cause duvidas entre profissionais da
educacdo, conforme nos relata Costa (2017, p. 24):

Segundo Valente (2003 apud Miranda e Camossa 2010), a educagdo
escolar e o professor ndo tém um referencial de mundo que se
compatibilize com a realidade do estudante e com seus possiveis
avangos no processo de ensino aprendizagem, pois as escolas
procuram avangar tecnologicamente, aderindo ao uso de midias
eletronicas que facilitem o processo de conhecimento por parte dos
alunos, mas o fazem lentamente. Embora os beneficios da
aprendizagem movel estejam bem documentados, os educadores
ainda estdo relutantes em implementar iniciativas de aprendizagem
com tecnologia no seu método de ensino (ALRASHEEDI; CAPRETZ,
2015).

DESENVOLVIMENTO

Segundo Veen e Vrakking (2009), a atual geragdo ja cresceu inserida no
mundo da tecnologia, na sociedade da informagdo. O jovem utiliza os recursos
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tecnolégicos disponiveis para quase tudo em sua vida, o que tem provocado
grande mudanc¢a na maneira de consumo e de acesso a informacao.

A atividade didatica faz uso de software livre e trabalha o experimento de
Stern-Gerlach e em conjunto a nogdo de spin e a correlagdo direta com o conceito
de matriz. Sobre a importancia desse experimento, Gomes e Pietrocola (2011, p.
2604-3) diz:

De maneira geral, o conceito de spin aparece no universo escolar na
disciplina de quimica no Ensino Médio, quando do estudo da
distribuicdo eletronica nos dtomos. Mas é no ensino universitario
basico que o spin é estudado de modo um pouco mais aprofundado.
Para aqueles que seguem aos cursos universitarios nas areas de
“ciéncias experimentais e engenharia”, este conceito reaparece ao
final do ciclo basico no estudo, costumeiramente chamado
“introducdo a fisica moderna”. Para os estudantes que até ali chegam,
e até mesmo para a maioria dos docentes desses cursos, esse conceito
se assocCia a uma experiéncia que supostamente “provou” a sua
existéncia: o experimento de Stern-Gerlach (SG).

Todo o arcabouco de fisica quantica foi estabelecido com base na obra de
Feynman, Leighton e Sands (1965).

CONCLUSAO

Uma abordagem mais simplificada envolvendo o conceito de matrizes
torna-se relevante. A possibilidade de “matematizar” o pensamento quantico por
meio de matrizes e conseguir demonstrar aplicagdes da mecanica quantica, como
os sistemas de dois niveis, faz com que conceitos tidos como “estranhos” possam
se tornar mais compreensiveis aos alunos. Na mesma via, o ensino da mecanica
guantica pode fomentar o interesse deles por matrizes.
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Origami e o Método de Aproximagao de
Fujimoto para 1/n

RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma técnica para ensino de fragGes do tipo % utilizando a

arte do origami e nimeros binarios, o Método de Aproximacgao de Fujimoto. Utilizamos uma
tira de papel para mostrar esse procedimento contribuindo para o entendimento desse
conteudo.

PALAVRAS-CHAVE: Dobradura. Numeros binarios. Ensino e aprendizagem.

INTRODUCAO

O origami é uma arte milenar que faz uso de papéis e dobras e pode ser
empregado como ferramenta auxiliar durante o processo ensino-aprendizagem
na Matemadtica. Diante das dificuldades apresentadas pelos estudantes no
aprendizado sobre fracdes, com as dobraduras é possivel aprimorar os estudos de

divisdes e de fracdes, como representar nimeros do tipo % a partir de uma tira
de papel (SILVA, 2009).

A TECNICA DE FUJIMOTO PARA A CONSTRUCAO DE 1/n

O japonés Shuzo Fujimoto, desenvolveu em 1970 um método para dividir
uma tira de papel em n-partes, aproximadamente congruentes. A técnica mostra
como representar 1/n a partir de uma tira de papel através de dobraduras. Apds
determinados calculos realizados, os resultados sdo definidos nessa tira e a cada
etapa do processo obtemos uma maior exatiddo da parte desejada. Essa técnica
ficou conhecida como “Método de Aproximacgado de Fujimoto” (HULL, 2012).

Utilizamos a base 2 e devemos determinar uma fragdo x , tal que 0 < x <

byl sl s by b =
1ex—2+4+8+16+32+64+ —Zj=12j,ondel]—00u1.
Paran = 5, escrevemos % na base 2:
1 0 0.1 1,0 0 —
c= oAttt —+ = (0.001D),. (1)

A representacdo binaria (1) indica qual parte da tira de papel devemos
dobrar, ou seja, o nimero 1 indica dobrar o lado direito e 0 0, indica dobrar o lado
esquerdo:

(direita X 2)(esquerda x 2)(direita X 2)(esquerda X 2).

A Figura 1 ilustra a aplicacdo da técnica paraé = (0.0011),. Fazemos o

primeiro vinco, supondo uma posi¢cdo que represente a fracdo do lado esquerdo
da tira de papel. Entdo, fazemos as demais dobras como indicado no método.

R. Transmutare, Curitiba, v. 4, €1912312, p. 1-59, 2019.



ARTr

RevistaTransmutare

Figura 1 - Esquema do Método de Fujimoto
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Fonte: Autoria propria.

De forma andloga, generalizamos para outros valores de n (LANG, 2009).

CONCLUSAO

Empregando o Método de Aproximacdo de Fujimoto, os alunos podem
visualizar durante o processo o uso da base 2 associado as operagdes basicas de
potenciagdo e fragdes.
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Quanto custa completar o album de
figurinhas da Copa do Mundo?

RESUMO

Este trabalho visa determinar o custo médio para completar o dlbum de figurinhas oficial
da Copa do Mundo de futebol de 2018. Para isso, apresenta-se um estudo sobre O Problema
do Colecionador de Cupons considerando-se diferentes cenarios, como a colaboracgdo entre
colecionadores trocando as figurinhas repetidas. As solucdes obtidas sdo validadas com
algoritmos que simulam o processo de cole¢do das figurinhas.

PALAVRAS-CHAVE: Probabilidade. Valor esperado. Problema do Colecionador de Cupons.

INTRODUCAO

E popular em todo ano de Copa do Mundo a colec3o das figurinhas do album
oficial da competicdo. O desafio consiste em conseguir todas as figurinhas do
album comprando pacotes com figurinhas aleatdrias. Determinar quantas
figurinhas sdo necessarias comprar em média para completar a colecdo é o
problema de interesse. Ele ficou conhecido na matematica como O Problema do
Colecionador de Cupons: considere uma pessoa que coleciona objetos (cupons) e
suponha que existe um numero finito de objetos (cupons) diferentes para serem
colecionados. Adquirindo-se aleatoriamente um por vez, quantas aquisi¢des sao
necessdrias em média para completar uma cole¢ao? De acordo com Ferrante e
Saltalamacchia (2014) o problema surgiu em 1708 com De Moivre na obra De
Mensura Sortis. Com o passar do tempo, diversas variagdes e abordagens distintas
ja foram exploradas, e neste trabalho considera-se a versdao cldssica e mais
simples, onde todos os objetos sdo equiprovaveis e adquire-se um por vez.

RESULTADOS NUMERICOS

A quantidade esperada de figurinhas compradas para completar m albuns
de n figurinhas é dada por (NEWMAN; SHEPP, 1960):
t2 tm—l n

% T+t+o+ ot

Em(n)=nf (1o 2! - (m-1)!
0

dt.

Supondo que um grupo de amigos deseja completar m albuns trocando as
figurinhas repetidas entre si, a quantidade média de figurinhas que cada amigo
precisa para completar seu album é E,,, (n)/m. No dlbum oficial da Copa do Mundo
de 2018, do grupo Panini, existem 682 figurinhas para colecionar. Elas sdo vendidas
em pacotes com cinco unidades por RS 2,00, custando RS 0,40 cada uma. Obtidos
por meio de integracao numérica no software Octave, os resultados paran = 682
e alguns valores de m estdo na Tabela 1.
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Tabela 1 - Quantidade esperada de figurinhas por album/amigo

Albuns/amigos | Figurinhas | Custo por pessoa
1 (sozinho) 4844 RS 1937.60
2 3219 RS$ 1287.60
5 2050 R$ 820,00
10 1563 R$ 625,20
20 1262 R$ 504,80
50 1025 RS$ 410,00

Fonte: Os autores.

Para simular o processo de colec¢do das figurinhas, o algoritmo deve gerar
aleatoriamente nimeros inteiros maiores ou iguais a 1 e menores ou iguais a 682,
computando a quantidade necessaria de numeros gerados até cada um aparecer
pelo menos m vezes. Dividindo a quantidade total de nimeros gerados por m, tem-
se em média quantos numeros foi necessario para completar cada um dos m
conjuntos. A implementagdo foi realizada no software Octave, e os resultados
obtidos com 100 simulacdes estdo na Tabela 2.

Tabela 2 - Quantidade esperada x Média das simulagcbes

Albuns/amigos | Quantidade esperada | Média das simulacdes
1 (sozinho) 4844 4940
2 3219 3217
5 2050 2075
10 1563 1556
20 1262 1265
50 1025 1023

Fonte: Os autores.

CONCLUSAO

Completar o adlbum de figurinhas da Copa do Mundo sem trocar as
figurinhas repetidas requer a compra de quase cinco mil figurinhas em média. Com
trocas, esse nimero cai para menos da metade em um grupo com cinco amigos e
ja reduz a aproximadamente um quarto com vinte amigos. As simulacGes

comprovam a intuicdo e o que diz a teoria: € melhor trocar as figurinhas repetidas
com 0S amigos.
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Os teoremas de Pappus para os solidos de
revolucao

RESUMO

A partir dos teoremas encontrados na publicacdo Geometriae Pars Universalis de 1668, sdo
apresentadas, pela primeira vez em portugués, as demonstragdes dos teoremas de Pappus
para os sélidos de revolucdo. Essa publicagdo, escrita originalmente em latim, foi feita pelo
matematico escocés James Gregory (1638-1675) e é anterior ao desenvolvimento do
Calculo.

PALAVRAS-CHAVE: Histdria da Matematica, Sélidos de Revolugdo, Teoremas de Pappus.

INTRODUCAO

Embora possam ser encontrados na maioria dos livros de Calculo, os
teoremas de Pappus para os sélidos de revolugdo eram conhecidos muito antes
da criacdo desse importante ramo da Matematica. Pappus de Alexandria viveu na
época do reinado de Diocleciano (284-305), tendo como um dos seus trabalhos
mais importantes uma publicacdo conhecida como Colecdo ou Synagoge, escrita
no ano 320. Em 1668 o matematico James Gregory publica Geometriae Pars
Universalis, com mais de 70 teoremas. A partir de alguns desses teoremas,
baseado nos trabalhos de Leahy (2009), é possivel demonstrar os teoremas de
Pappus.

A DEMONSTRAGAO DE JAMES GREGORY

No livro VII da Colegdo, Pappus de Alexandria escreveu o que, em
linguagem atual, pode ser interpretado da seguinte forma: a razdo entre os
volumes de dois sdlidos de revolugdo é dada pela razdao obtida por meio da
multiplicacdo entre a razdo das areas das figuras que rotacionam em torno dos
seus eixos de rotacdo e a razdo entre as distancias dos seus respectivos centros de
gravidade ao eixo de rotagdo. Grande parte do trabalho da prova do teorema esta
em estabelecer uma relagdo entre o volume do tronco e o volume do cilindro,
assim como uma relacdo entre o volume do tronco e o volume do sdlido de
revolucdo. A Figura 1 mostra, além de um eixo de rotagdo CD, um tronco de cilindro
e um sélido de revolucdo obtidos a partir de uma figura plana circular Q.
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Figura 1 - Tronco de cilindro e sélido de revolucao

Fonte: Rautenberg (2013).

Utilizando conceitos de geometria, de centro de gravidade e os principios
de Arquimedes e de Cavalieri é possivel mostrar a relagao descrita por Pappus:

Rev(Q) _ Area() Raio(A)
Rev(®)  Area(®) Raio(E)’

A partir dessa relacdo, considerando @ como uma figura de drea e centro
de gravidade E conhecidos, mostra-se que Rev(R) = Area()Circ(A). Dessa
forma, fica demonstrado o seguinte teorema: se uma figura plana é rotacionada
em torno de um eixo que ndo a intersecta, entdo o volume do sélido de revolugao
gerado é dado pelo produto entre a drea da figura rotacionada e o comprimento
da circunferéncia cujo raio é a distancia entre o centro de gravidade dessa figura e
o eixo de rotacdo, ou seja, V=2rtdA. Utilizando argumentos semelhantes pode-se
demonstrar o teorema de Pappus para a drea de uma superficie de revolugdo,
conhecido por A = 2mtdL.

CONCLUSAO

Obteve-se, como resultado desse trabalho, um resgate histérico que
trouxe a demonstragdo de James Gregory como tema central, ndo sé pela clareza
e relativa simplicidade nos conceitos utilizados, mas também como uma elegante
alternativa em relagdo as demonstragGes apresentadas em livros de Calculo.
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Jogo Rouba Monte Geométrico: facilitando
a aprendizagem de Geometria Espacial

RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo estimular o gosto pela disciplina de Matematica
especialmente pelo conteddo de Geometria Espacial. Para isso, buscou-se trabalhar a
Geometria Espacial por meio de um jogo denominado Rouba Monte Geométrico. O
trabalho aconteceu com duas turmas de 6° anos, com a aplica¢cdo do jogo em apenas uma
delas. Com o término do conteldo uma avaliagdo foi realizada com as duas turmas e os
resultados foram analisados. Verificou-se que na turma onde o jogo foi aplicado, as notas
foram melhores, mostrando dessa forma a importancia do trabalho Itdico em sala de aula
para a aprendizagem.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica. Geometria Espacial. Jogos. Jogo Rouba Monte
Geométrico.

INTRODUCAO

A Matematica sempre foi uma matéria temida pela maioria dos alunos por
ser uma disciplina com muitos conceitos abstratos, férmulas e demonstracdes
algébricas. Além do alto grau de dificuldade na aprendizagem da Matematica,
fatores como aulas desinteressantes e descontextualizadas, falta de qualificacdo
especifica para os professores e escassez de recursos materiais acabam refletindo
o baixo rendimento na disciplina.

Entre os diversos conteldos da disciplina de Matematica, optou-se pelo
trabalho com a Geometria Espacial por se tratar de um conteldo interessante,
mas que apresenta bastante resisténcia por parte dos alunos. A Geometria é
muito importante e faz parte do cotidiano dos alunos, por esse motivo faz-se
necessario a busca por metodologias diferenciadas para atrair a atencgdo e instigar
a curiosidade do aluno. Uma alternativa é o trabalho com a utilizacdo dos jogos
educativos. Segundo Borin (1996):

Outro motivo para a introdugdo de jogos nas aulas de matematica é a
possibilidade de diminuir bloqueios apresentados por muitos de
nossos alunos que temem a Matematica e sentem-se incapacitados
para aprendé-la. (BORIN, 1996, p.9).

Desse modo, buscando alternativas adequadas para minimizar ou superar
os problemas de aprendizagem no conteldo de Geometria Espacial, um jogo
denominado Rouba Monte Geométrico foi desenvolvido. O jogo foi utilizado em
uma turma de 6° ano de um colégio estadual, com o intuito de fixar melhor os
conceitos, nomes, elementos e caracteristicas de alguns sélidos geométricos.

R. Transmutare, Curitiba, v. 4, €1912312, p. 1-59, 2019.



ARTr

RevistaTransmutare

Pagina | 27

ANALISE DE RESULTADOS

Apds a avaliacao aplicada nas duas turmas, os dados foram tabulados e
originou-se a Figura 1 que apresenta o resultado da avaliacdo sobre Geometria
Espacial com as duas turmas.

Figura 1 - Resultada da avaliagdo sobre Geometria Espacial

Grafico 1: Avaliagdo sobre Geometria Espacial com
as turmas 6°A e 6°B

20 = 3 3
B 21

5 17

15
10 19
5

Questdo 1 Questdo 2aCuestdo 2o Questdo 3 Questio 4 Questio 5
mE°A mE°B

Fonte: A autora.

Pode-se perceber claramente que na turma B, onde foi aplicado o jogo, o
desempenho foi superior ao da turma A, onde nao foi trabalhado o contetdo de
forma ludica, pois todos os alunos da turma B acertaram mais de 70% das questdes
da avaliacdo. Diferentemente da outra turma, onde as notas foram menores.

CONCLUSAO

O jogo pode e deve ser utilizado como um instrumento facilitador na
aprendizagem de estruturas matematicas, muitas vezes de dificil assimilacdo. O
jogo permite desenvolvimento do pensamento légico, da autonomia, além de
aumentar a criatividade e originalidade, memdria, autoconfianca, sociabilidade e
organizacdo metddica e estratégica. Também tem papel importante no
desenvolvimento de habilidades de raciocinio como organizacdo, atencdo e
concentracdo, necessdrias para a aprendizagem de Matemadatica. Como Moura
(1994) afirma, o jogo ndo se trata apenas de uma possibilidade vislumbrada, mas
€ uma grande possibilidade de explorar determinados conceitos matematicos de
maneira ludica. Acredita-se que a experiéncia foi valida e pode-se perceber que o
conteudo trabalhado dessa maneira fez com que os alunos participassem mais das
aulas, sentissem interesse pelo conteudo.
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Sobre o método Vieta Jumping: cuidado
para nao errar o pulo e cair numa descida
infinita!

RESUMO

Vieta Jumping (a.k.a. root flipping) é o nome de um método em geral utilizado para resolver
problemas de divisibilidade de nimeros inteiros e é baseado no Principio da Descida Infinita
de Fermat. Ficou muito famoso apds a Questdo 6 da prova da Olimpiada Internacional de
Matematica de 1988 (IM0O-1998) apresentar um dificilimo problema sé resolvido por alguns
estudantes que conseguiram utiliza-lo, conscientemente ou ndo. No nosso trabalho
tentamos facilitar a utilizagdo do método, estruturando os conceitos, analisando quando
pode ser usado e apresentando aplicagdes. O objetivo é que estudantes e professores
envolvidos com olimpiadas de matematica possam, diante um desafio de divisibilidade,
escolher a diregdo correta e pular com consciéncia e seguranca para a solugdo.

PALAVRAS-CHAVE: Método Vieta Jumping. Olimpiadas de Matematica. IMO 1998.

INTRODUCAO

Pierre de Fermat, o mais famoso matematico amador de todos os tempos,
desenvolveu uma técnica conhecida em outros contextos desde a época de
Euclides e aplicou-a a certas equacdes diofantinas. Trata-se da Descida Infinita de
Fermat, que resumidamente é um tipo particular de demonstracdo por
contradicdo cujo principio basico, o Principio da Descida Infinita diz que uma
sequéncia decrescente de numeros naturais tem um valor (um numero natural)
minimo. Equivalente ao mais badalado Principio da Boa Ordem do conjunto dos
numeros naturais. Uma variacgdo do método de Fermat ficou conhecido
como Vieta Jumping, por fazer uso das Férmulas de Viete, conhecidas como
Férmulas da Soma e Produto, no caso particular das raizes da equagao quadratica.
Para saber mais sobre a Descida Infinita de Fermat veja (CARNEIRO, 2019) e para
uma versdo completa deste trabalho veja (VOELZ, 2018).

FUNDAMENTAGAO MATEMATICA DO METODO VIETA JUMPING PARA
PROBLEMAS DE DIVISIBILIDADE NOS INTEIROS

Considere um problema de divisibilidade de numeros inteiros cujo
enunciado é uma afirmagdo A(x, y) que, possivelmente apds alguma manipulagéo
algébrica, possa ser apresentado envolvendo uma funcdo racional do segundo
grau, isto é,

_p&y)
q(x,y)’
E ainda, de tal forma que existam ndmeros inteiros a, b tais que A(a, b) seja

verdadeira. Fixando uma das variaveis, digamos y = b, obtém-se uma equagado
quadrética f(x,b) = k na varidvel x. Uma das raizes desta equagdo é x; = a. A

fy) aip(x,y) <2, 9q(x,y) <2.
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outra raiz x, é determinada utilizando as Férmulas de Viete. O préximo passo é
mostrar que A(xq,x,) é verdadeira e que 0 < x, < b. Pelo Principio da Descida
Infinita ou assumindo alguma condicdo de minimalidade sobre a solucao inicial
(a, b), obtém-se uma contradi¢do.

APLICACAO A LENDARIA QUESTAO 6 DA IMO 1988

Problema (Questdo 6 — IMO 1988) Sejam a e b inteiros positivos tal que

2 2
ab+1 divide a?+b% Mostre que -2
ab+1

Solugdo Seja k a fracdo no enunciado e suponha que k ndo é um quadrado

perfeito. Para este valor de k, seja (a,b) a solugdo para esta equagdo que

minimize o valor dea + b. Sem perda de generalidade, assumiremos a < b.

Fazendo a substituicdo x = a chegamos a equacdo quadratica x? — kbx +

(b? — k) = 0. Uma raiz desta equacdo é x; = a pois (a, b) é uma solugdo. Pelas

Formulas de Viete, a outra raiz x, pode ser calculada de duas formas: x, = kb —
b%-k

é um quadrado perfeito.

aex; =—-, de tal forma que x, é um inteiro positivo, uma vez que k ndo é um
. . . . b%2—k _ b?
quadrado perfeito. Finalmente, a < b implica que que x, = < —<a

Portanto, (x,,b) é uma solugdo, com X, +b <a+b, que contradiz a
minimalidade de a + b.

CONCLUSAO

Explicitar a técnica, explicar a utilizacdo e apresentar exemplos sdo, no
caso do Método de Vieta Jumping, ferramentas eficazes de abordagem de
problemas de Olimpiadas de Matematica envolvendo divisibilidade e que muito
provavelmente ndo seriam sollUveis por outros meios, a menos de herculleos
esforgos.
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Aplicagoes da Aritmética Modular

RESUMO

A Aritmética Modular possui inUmeras aplicagdes na Educagdo Bdsica. E para isso faz-se
necessario o entendimento dos conceitos basicos da Aritmética Modular. Este trabalho tem
como objetivo aplicar de forma lddica o conteddo de congruéncia nos Chryzodes e no
quebra-cabeca de boliche mdédulo 10. Com essas atividades procuramos mostrar uma
maneira diferente de trabalhar Aritmética em sala de aula, maneira esta que irad
proporcionar ao educando participar de forma atrativa das aulas.

PALAVRAS-CHAVE: Aplicacdo da aritmética. Chryzodes. Quebra-cabega de boliche.

INTRODUCAO

A motivacdo da escolha do tema e os assuntos abordados surgiu do seguinte
guestionamento: “por que esses conteddos ndo sdao enfatizados na Educacdo
Basica?”. Partindo dessa pergunta, apresentamos esse trabalho sobre Aritmética
Modular com enfoque em aplicagdes ludicas que podem ser realizadas na
Educacdo Basica, estimulando o desenvolvimento mental e fazendo com que o
aluno construa o conhecimento de uma forma mais prazerosa. Além de tornar as
aulas menos cansativas e mais atraentes, aproximando o professor do aluno, o
que por si acaba com os bloqueios e medos dos alunos em relagdo a matematica.

Pensando nisso, propomos com esse trabalho um método para
ensinar/aprender de maneira lidica o conteldo de congruéncias, através dos
Chryzodes, adaptado de (BELLO, 2011) e do quebra-cabeca de boliche mdédulo 10,
adaptado de (DELGADO, 2019).

CHRYZODES E QUEBRA-CABEGA DE BOLICHE MODULO 10

A palavra Chryzode deriva do grego “Chrysos” (escrita de ouro) e “zooide”
(circulo), ou seja, escrita de ouro em um circulo. Uma maneira de construirmos
um Chryzode é dividir uma circunferéncia em m pontos equidistantes, ordenados
e numerados de 0 a m-1. Feito isso, escolhemos um numero natural a que
multiplicara a sequéncia de nimeros 1, 2, 3, ..., m-1. Em seguida, resolvemos as
congruéncias a -i = bj(modm), para i = 1,2,3, ..., m-1. Logo, para obter o
Chryzode basta ligar a sequéncia de numeros 1,2,3, ..., m-1 com by, by, ..., bm.,
respectivamente. Desta maneira, teremos um conjunto de linhas desenhadas no
circulo inicial e os pontos que sdo intersecdo dessas linhas, do qual forma parte o
Chryzode. Nas Figuras 1 e 2, podemos visualizar alguns exemplos de Chryzodes e
para visualizarmos o que acontece de uma forma mais tecnoldgica e ludica, foi
criado o video que varia o valor de a e o valor de m das congruéncias, que esta
*disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=sSq3DCkpS-g&t=12s.
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Figura 1 - Multiplicacdo por 2 Figura 2 - Multiplicacdo por 3
madulo 30 maddulo 30
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Fonte: O Autor. Fonte: O Autor.

O quebra-cabeca de boliche mdédulo 10 consiste em 10 blocos empilhados
como uma piramide: quatro blocos na linha inferior, trés blocos na linha seguinte,
dois blocos na préxima linha e um bloco no topo. A resolucdo da pirdamide se da
pelo preenchimento de todos os blocos com nimeros, tal que a regra da piramide
segue de um triangulo reverso de Pascal, isto é, qualquer bloco é a soma dos dois
blocos diretamente abaixo dele médulo 10. O objetivo é usar todos os nimeros 0,
1,2,3,4,5,6,7, 8 e9 exatamente uma vez.

CONCLUSAO

Espera-se que as aplicagdes propostas neste trabalho sejam o pontapé
inicial para que o professor busque outras formas de explanagdo dos conteudos
relacionados a Aritmética Modular, pois ao inserirmos novos métodos de ensino,
a matematica se torna cada vez mais atrativa.
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Demonstrando dinamicamente o teorema
de Simson-Wallace com o GeoGebra

RESUMO

Empregamos neste trabalho o software de geometria dinamica GeoGebra para investigar
dinamicamente o teorema de Simson-Wallace e as propriedades da reta de Simson-
Wallace. Concluimos que as investigacdes complementam as demonstragdes formais assim
como a referéncia bibliografica empregada na disciplina Geometria | do Profmat.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria Dinamica. Quadrilateros inscritiveis. Triangulo pedal.
Ortocentro. Reta de Simson-Wallace.

INTRODUCAO

A demonstracdo de um teorema de geometria plana exige, geralmente,
construcdes auxiliares (NOS; LAGO, 2019), (GREITZER; COXETER, 1967). Softwares
de geometria dinamica facilitam essas construcées auxiliares e permitem observar
dinamicamente o emprego de cada uma das hipdteses na construcdo da tese.
Dessa forma, utilizamos o software gratuito GeoGebra (GEOGEBRA, 2019) para
investigar dinamicamente o teorema de Simson-Wallace e as propriedades da reta
de Simson-Wallace. Esse teorema é abordado na disciplina Geometria | (MA13) do
Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional — Profmat.

O TEOREMA DE SIMSON-WALLACE

Teorema 1. Sejam um triangulo ABC e um ponto P nado situado sobre as
retas suportes dos lados de ABC. Se o ponto P pertence a circunferéncia que
circunscreve o triangulo ABC, entdo o triangulo pedal de P em relagdo a ABC é
degenerado.

O Teorema 1 estabelece sob que condi¢des o triangulo pedal, triangulo
cujos vértices sdo os pés das perpendiculares baixadas de um ponto P, ndo
pertencente as retas suportes dos lados de um triangulo ABC, sobre as retas
suportes dos lados de ABC, é degenerado. Neste caso, os pés das trés
perpendiculares sdo colineares e a reta que passa por esses pontos é denominada
reta de Simson-Wallace. H4 muitas formas de se provar o Teorema 1, sendo uma
delas baseada nas propriedades de quadrildteros inscritiveis (LAGO, 2018). A
Figura 1 ilustra a construcao da reta de Simson-Wallace no GeoGebra, assim como
a propriedade do ponto médio M do segmento PH, onde H é o ortocentro do
triangulo ABC.
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Figura 1 - Reta r de Simson-Wallace e a propriedade do ponto médio

r

Fonte: Lago (2018).

CONCLUSAO

Apresentamos neste trabalho investigacdes dinamicas do teorema de
Simson-Wallace e das propriedades da reta de Simson-Wallace empregando o
software de geometria dinamica GeoGebra. Concluimos que o aplicativo
complementa as demonstracdes formais do teorema e esperamos que o trabalho
motive os professores da Educacdo Basica e do Ensino Superior a empregarem o
aplicativo nas aulas de geometria.
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A histdria do surgimento da geometria nao
Euclidiana e os modelos de Beltrami

RESUMO

Eugenio Beltrami teve papel fundamental no surgimento das geometrias ndo Euclidianas,
embora sua participagdo seja frequentemente ignorada. A partir do método axiomatico de
Euclides, apresentamos indagacGes a respeito da validade pontual e global do postulado
das paralelas, incluindo tentativas falhas de sua demonstracdo, que culminaram nos
trabalhos de Saccheri, Gauss, Bolyai e Lobachevsky, indicando a possibilidade de existéncia
de uma nova geometria, a qual sé se materializou com os modelos de Beltrami, com as
métricas dos espagos de curvatura constante e negativa. Porém, seus modelos sdo
conhecidos popularmente por disco de Klein, de Poincaré e semiplano de Poincaré.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria Euclidiana. Geometria ndo Euclidiana. Eugenio Beltrami.

INTRODUCAO

O 52 postulado de Euclides causou estranheza desde a sua formulagao.
Muitos matematicos tentaram reformuld-lo ou demonstra-lo a partir dos outros
postulados, enunciados previamente na obra Elementos, assim como
investigaram o surgimento de contradi¢des diante de sua respectiva negagao.
Saccheri e Lambert obtiveram sucesso parcial em suas tentativas de
demonstracdo ao considerarem os angulos superiores de determinados
quadrilateros estudando sua natureza, os quais poderiam ser obtusos, agudos ou
retos (equivalentes a ndo haver paralela a uma reta dada passando por um ponto
fora dela, a existirem infinitas retas paralelas e a validade do 592 postulado,
respectivamente). No caso do angulo obtuso, conseguiram encontrar uma
contradicdo bem fundamentada, mas falharam para o angulo agudo. Gauss, Bolyai
e Lobachevsky, de modo independente, deduziram muitas consequéncias da
validade dos quatro primeiros postulados, mas também sem encontrar uma
contradicdo com a hipdtese do angulo agudo. Alguns resultados assim obtidos,
aplicavam-se a uma geometria mais geral, a qual ainda ndo tinha um modelo
correspondente e ndo era, de fato, uma geometria comprovadamente
consistente.

GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS E AS CONTRIBUICOES DE EUGENIO BELTRAMI

O estudo das superficies de curvatura constante e negativa, abrangendo
propriedades e parametriza¢des de curvas em diferentes superficies, promovido
pela geometria diferencial, foi o pontapé inicial para os estudos do matematico
italiano Eugenio Beltrami, com os quais foi possivel encontrar modelos precisos da
geometria ndo Euclidiana, que ja vinham sendo desenvolvidos por Janos Bolyai e
Lobachevsky, conforme Milnor (1982). Nos anos de 1868 e 1869, Beltrami
publicou seus dois artigos imprescindiveis para o desenvolvimento das novas
geometrias. Ele apresentou, por meio de métricas da geometria diferencial,
modelos para as geometrias axiomaticas desenvolvidas por Bolyai e Lobachevsky
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e, assim, tornou concreta a existéncia da geometria ndo Euclidiana. Seus modelos
identificavam-se com a geometria interna de uma superficie de curvatura
gaussiana constante e negativa, a qual chamou de pseudoesfera — Figura 1. Seus
modelos também foram desenvolvidos, acredita-se que de modo independente,
por Klein e Poincaré, que apresentaram aplicacdes desses modelos em outras
areas do conhecimento e acabaram entrando para a histéria como seus criadores.

Figura 1 - Pseudoesfera

Fonte: Schreiber (2017, p. 420).

CONCLUSAO

Diante de tamanha riqueza em relacdo aos fatos histdricos e
desenvolvimento por mais de 2000 anos das geometrias Euclidiana e ndo
Euclidiana, deve-se evitar apresentar a geometria ndo Euclidiana simplesmente
como uma negacao da Euclidiana, mas como uma geometria consistente que sé se
materializou gracas ao desenvolvimento da geometria diferencial através dos
modelos do disco de Beltrami-Klein, do disco (conformal) de Riemann-Beltrami-
Poincaré e do semiplano (conformal) de Liouville-Beltrami, segundo a
nomenclatura proposta por Arcozzi (2012).
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Matematica e Educacgao Financeira: uma
proposta para cursos técnicos

RESUMO

A Educacgdo Financeira é um dos temas transversais da Base Nacional Curricular Comum que
deve estar presente em todos os niveis da Educagdo Basica. Este trabalho se dedica a
mostrar formas de trazer a Educagdo Financeira para as aulas de Matematica,
especificamente em cursos técnicos de nivel médio. Com base nos pressupostos que a
literatura coloca sobre Educagdo Financeira, Trabalho e Ensino Profissionalizante,
apresentamos e discutimos problemas que pertencem a pratica profissional de algumas
habilitagdes destes cursos, nos quais a Matematica ocupa papel principal na solugdo destes
problemas. Eles sdo oriundos de situacGes diversas, pertencentes a pratica profissional que,
possivelmente, esses futuros profissionais enfrentardo. Além disso, mostramos as
contribuicbes que nossa participagdio no PROFMAT — Programa de Mestrado em
Matematica em Rede Nacional, aliada a nossa participagdo em um projeto de extensdo na
IES que estudamos, ofereceu a nossa capacidade de trabalho fortalecendo nossos
conhecimentos sobre o que ensinamos.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica. Educagdo Financeira. PROFMAT. Projeto de Extensdo.

INTRODUCAO

A partir de nossa experiéncia docente em cursos técnicos de nivel médio,
elaboramos problemas reais que contemplam os conteuddos a serem abordados
em alguns destes cursos. Os problemas pertencem a uma proposta fruto da
dissertacdo de mestrado que realizamos no PROFMAT (ROBEL, 2019). Nesta
comunicag¢do pretendemos apresentar e discutir alguns destes problemas, bem
como a forma de ensinar Matematica por meio deles, e com um viés na Educagdo
Financeira. A Educagdo Financeira esta presente no documento que estabelece o
curriculo da Educagdo Basica Publica, a Base Nacional Curricular Comum (BNCC) e
apontado como um tema transversal, ou seja, um tema que corresponda as
guestdes importantes e urgentes e pertinentes a vida das pessoas de um modo
geral.

Salientamos que os problemas elaborados emergem da pratica
profissional, especificamente das diferentes habilitacdes do curso ao qual se
destina.

A PROPOSTA: PROBLEMAS PARA OS CURSOS TECNICOS PROFISSIONALIZANTES

O ensino profissionalizante em nosso pais possui um histérico desde o ano
de 1809. Em diferentes tempos e Governos, sejam Estaduais ou Federais, o ensino
profissionalizante sofreu mudancas tanto na forma organizacional como na forma
administrativa, e, atualmente, estd a cargo do Governo Estadual. Desde 2007
exercemos a docéncia em cursos técnicos de nivel médio, trabalhando com
diversas disciplinas em diferentes habilitacdes. Com a oportunidade de cursar o
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Mestrado Profissional no PROFMAT, foi possivel dedicarmos nossa atencao, ainda
mais, sobre a forma como atudvamos nestes cursos. No PROFMAT, realizamos um
estudo bibliografico sobre a Matematica que ensindvamos, aprofundando os
conhecimentos que tinhamos acerca de diferentes assuntos. Possuiamos
expectativas quanto ao tratamento da Matematica nestes cursos, ja que
deveriamos trazer para nossas aulas situagdes que pudessem contribuir com a
formacado de nossos alunos, situagdes que emergissem da pratica profissional que
cada um enfrentaria no futuro. A partir deste aprofundamento nos estudos e
aliado as nossas expectativas, elaboramos um conjunto de problemas para serem
propostos nos cursos técnicos nas diferentes habilitagdes que atuamos. A
metodologia de ensino para o desenvolvimento da proposta sera guiada a partir
de considerarmos o trabalho como principio educativo. Portanto, toma-se o
trabalho como um eixo que articula todo conhecimento cientifico, cultural e
artistico gerados pela humanidade, e que, portanto, formard um cidaddo
conhecedor e critico de seu meio social e que tem uma formacdo emancipadora
que pode articular sua capacidade de pensar a sua capacidade produtiva (ROBEL,
2019, p. 35).

Em nosso trabalho de mestrado trazemos um rol de 35 problemas, com a
solucdo analitica, o emprego de calculadora financeira (HP12C) e de planilhas
eletrbnicas, recursos que nossos alunos poderdo utilizar em trabalhos futuros.
Nossa participagdo no projeto de extensdao “Educagdo Financeira: Matematica,
Economia e Cidadania” orientou-nos a trazer a Educacao Financeira para as nossas
aulas, potencializando o valor social do nosso trabalho de dissertacao.

CONCLUSAO

Esperamos que esse trabalho contribua para a divulgacdo de nossa
dissertacdo, para que outros professores fagam uso dela, pois acreditamos no
potencial do nosso texto, ja que aliamos nossa experiéncia com a formacao obtida
por um mestrado profissional aos objetivos que os cursos técnicos de nivel médio
exigem.
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Usando o teorema de Stewart para
demonstrar teoremas de geometria plana

RESUMO

Apresentamos neste trabalho o teorema de Stewart e o empregamos para demonstrar
outros teoremas de geometria plana. Concluimos que o teorema simplifica a demonstragéo
de alguns teoremas de geometria plana e que o professor de matematica pode usa-lo no
Ensino Médio quando se aborda trigonometria em tridngulos quaisquer.

PALAVRAS-CHAVE: Arbelos. Problema de Apolonio. Cevianas. Teorema de Heron.
Triangulos.

INTRODUCAO

O teorema de Stewart (Matthew Stewart (1717-1785): matematico escocés,
foi professor na Universidade de Edimburgo) relaciona a medida de uma ceviana
de um triangulo qualquer com as medidas dos lados do triangulo (OLIVEIRA, 2014).
Esse teorema pode ser utilizado para demonstrar outros teoremas de geometria
plana.

Teorema 1 (Stewart). Dados um tridngulo ABC e um ponto D pertencente
ao lado AB, vale a relacdo a?n + b?m = c(d? + mn), onde a, b e c sdo as
medidas dos lados de ABC, d é a ceviana CD e m e n sdo os segmentos
determinados pela ceviana CD no lado AB.

TEOREMAS DE GEOMETRIA PLANA

Os Teoremas 2 e 3 podem ser facilmente provados usando-se o Teorema
1. Ambos sdo propostos em Posamentier e Salkind (1996). A demonstragdo do
Teorema 2 encontra-se em Nos, Saito e Oliveira (2016) e a do Teorema 3 em Nos,
Saito e Oliveira (2015).

Teorema 2. A soma dos quadrados das medidas dos lados de um
paralelogramo é igual a soma dos quadrados das diagonais.

Teorema 3. Em um triangulo retangulo, a soma dos quadrados das
medidas das distancias do vértice do angulo reto aos pontos de trissec¢do da
hipotenusa é igual a 5/9 do quadrado da medida da hipotenusa.

Podemos empregar também o Teorema 1 para provar teoremas mais
elaborados, como o teorema de Heron, uma versdo do problema de Apolonio —
Figura 1(a) — e a relacdo entre raios em uma arbelos — Figura 1(b).
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Figura 1 - (a) Quatro circunferéncias tangentes; (b) circunferéncia inscrita
em uma arbelos

Fonte: N&s, Saito e Oliveira (2016).

CONCLUSAO

Apresentamos neste trabalho o teorema de Stewart e o empregamos para
demonstrar teoremas de geometria plana, alguns propostos em Posamentier e
Salkind (1996). O uso do teorema de Stewart facilita as demonstragbes e
esperamos que este trabalho motive os professores de matematica da Educacao
Basica para efetuar pequenas demonstracdes em sala de aula.
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Os jogos como tema de pesquisa no
PROFMAT: um estudo bibliométrico

RESUMO

Os jogos tém sido recorrentemente abordados como tematica vinculada as pesquisas em
diversos campos do conhecimento. Na area da Matematica, sobretudo da Educagdo
Matematica, sdo vastas as pesquisas que incorporam os jogos como objetos empiricos. O
principal objetivo deste artigo é analisar as dissertagGes produzidas no dmbito do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) que se relacionam com os jogos.
Metodologicamente, a pesquisa pode ser classificada como descritiva, bibliografica e
documental, de cunho predominantemente quantitativo, caracterizando um estudo
bibliométrico. Os resultados ratificam a presenca dos jogos como objetos de investigacdo
privilegiados para o desenvolvimento do pensamento matematico.

PALAVRAS-CHAVE: Jogos. Bibliometria. PROFMAT.

INTRODUCAO

Os jogos tém sido recorrentemente abordados como tematica vinculada as
pesquisas em diversos campos do conhecimento (HUIZINGA, 2014; CAILLOIS,
2017). Na drea da Matemitica, sobretudo da Educacdo Matematica, sdo vastas as
pesquisas que incorporam os jogos como objetos empiricos. Diante desse cenario,
a questdo que se coloca é: como 0s jogos tém participado como objeto de
investigacdo das pesquisas levadas a cabo no PROFMAT?

Do ponto de vista metodoldgico, trata-se de um estudo bibliométrico, cuja
pesquisa partiu de um levantamento das dissertacées defendidas no ambito do
PROFMAT, entre 2013 e 2019, encontradas no banco de dissertag¢Ges disponivel
no website do Programa (http://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/). A
coleta de dados foi realizada em 21 de julho de 2019 e deu-se pela busca do radical
“jog”, presente na palavra “jogo”, utilizando-se, como filtro, o campo “titulo”.

Assim, pode-se dizer que o principal objetivo deste artigo é analisar
guantitativamente as dissertagdes produzidas no ambito do PROFMAT que se
relacionam com os jogos, compreendendo-se a recorréncia dessa tematica e suas
associagdes na producdo do pensamento matematico.

ANALISE DOS RESULTADOS

Ao todo, na data da coleta de dados da pesquisa, estavam disponiveis
4.592 dissertacOes decorrentes das pesquisas vinculadas ao PROFMAT. Desse
total, 122 dissertacdes apresentaram o radical “jog” no titulo. E esse universo de
122 dissertagdes, que representa 2,66% das dissertagdes constantes no banco de
dados, que foi analisado dentro do escopo da pesquisa apresentada neste artigo.

Na busca realizada, foram encontradas quatro palavras com o radical
“jog”. As palavras presentes nos titulos sdo: “jogador”, presente em uma
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dissertacdo; “jogando”, presente em uma dissertacdo; “jogo”, presente em 44
dissertacOes; e “jogos”, presente em 76 dissertacdes.

Ao se analisar a distribuicdo das 122 dissertacdes ano a ano, verifica-se
que, em 2013, foram defendidas 11 disserta¢des; em 2014, 13 dissertacdes; em
2015 e em 2016, 20 dissertacOes por ano; em 2017, 19 dissertaces; em 2018, 34
dissertacdes; e, em 2019, até a data da coleta de dados, 5 dissertacdes. E, portanto,
de se destacar o crescente nimero de dissertacdes que abordaram a tematica dos
jogos durante o ano de 2018, perfazendo 5,06% do total de dissertagGes
defendidas nesse mesmo ano.

Das 75 instituicGes associadas ao PROFMAT (ver http://www.profmat-
sbm.org.br/instituicoes-associadas/), em 51 instituicdes hd pelo menos uma
dissertacdo cujo titulo incorpora alguma palavra composta pelo radical “jog”. Em
funcdo da quantidade de dissertacdes que versam sobre o tema, merecem ser
ressaltadas: UNESP, com oito dissertacGes; UFERSA, UFG, UFSJ e USP, com seis
dissertacdes cada; e UFSCAR e UEFS, com cinco dissertacdes cada.

Ainda, é interessante notar algumas recorréncias de palavras associadas
aos vocabulos formados pelo radical “jog”, que revelam as finalidades da utilizacdo
dos jogos nas pesquisas do PROFMAT. Por exemplo, tem-se 80 dissertacdes que
articulam a tematica dos jogos a palavra “ensino”; em 21 dissertacées encontra-se
a palavra “probabilidade” associada; e sete dissertacdes relacionam os jogos as
palavras “geometria” ou “geométricos” ou “geométricas”.

CONCLUSAO

A partir da pesquisa relatada neste artigo, verifica-se que os estudos sobre
jogos e educagdo matematica tém sido expressivos no ambito do PROFMAT. De
2013 a 2019, encontram-se 122 dissertacdes (em que hd uma mencdo explicita a
temadtica dos jogos) desenvolvidas em 51 instituices associadas. Observa-se que
nao estdo incluidas nessa pesquisa as dissertacGes que versem, por exemplo, sobre
a ludicidade, que, por vezes, trazem a tematica dos jogos como um tema, porém
nao explicitado no titulo. Espera-se que este estudo possa contribuir para futuras
pesquisas, inclusive de cunho qualitativo, uma vez que ha indicios consistentes
sobre a importancia que os jogos tém assumido nas pesquisas em educacdo
matematica, sendo abordados tanto como metodologia de ensino quanto como
material didatico.
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Uma investiga¢ao do aplicativo Kahoot para
0 ensino e aprendizagem

RESUMO

Atualmente, quando falamos em questdes de ensino e aprendizagem, ha uma grande
preocupacdo em modificar a forma de se trabalhar em sala de aula. Com o avanco das novas
tecnologias e com a grande expansdo do uso de celulares nos mais diversos ambientes,
existe uma relevante discussdo em relagdo ao uso do celular no contexto escolar. Diante
dessa questdo, cabe a nds professores, encontrarmos subsidios para utilizar essa
ferramenta de maneira eficiente e consequentemente obtermos resultados positivos em
nosso trabalho. Sendo assim, neste trabalho vamos discutir sobre o uso do aplicativo
Kahoot, o qual possibilita a aprendizagem através de quizzes respondidos no celular.

PALAVRAS-CHAVE: Kahoot. Celular. Tecnologia.

INTRODUCAO

Muitas vezes, quando vamos preparar as nossas aulas, uma das nossas
preocupacdes é a de provocar estimulos para que o nosso aluno tenha mais
interesse e participacdo ativa durante a aula. Porém, nem sempre conseguimos
proporcionar esse interesse, pois segundo Mattar (2010) “as escolas tém tentado
preparar o jovem para o futuro, todavia, continuam utilizando ferramentas de
ensino e sistemas de avaliacdo do passado.” Talvez seja por esse motivo que
verificamos uma grande defasagem no processo de ensino e aprendizagem. Os
nossos alunos de hoje, ndo possuem mais o habito de estudar através da leitura
de grandiosos e pesados livros, pois estdo cada vez mais estimulados pelo uso das
novas tecnologias, principalmente em relacdo a expansao do uso da internet.

Dessa forma, no cendrio atual, um dos grandes desafios que nds professores
temos, é o de nos adequarmos com as Tecnologias de Informacdo e Comunicagdo
(TIC’s) na sala de aula. Uma dessas tecnologias é o celular, o qual a maioria dos
alunos ja possuem. Apesar de em muitas escolas o seu uso ser restrito, nds
precisamos encontrar meios para orientar os nossos alunos a utiliza-lo de forma
eficiente, para assim contribuir no processo de ensino e aprendizagem.
Atualmente, existem inUimeros aplicativos que podem ajudar o professor a
aprimorar o seu ensino. Em particular, neste trabalho, iremos destacar o aplicativo
Kahoot.

O APLICATIVO KAHOOT

O Kahoot é wum aplicativo gratuito, disponivel no enderego
https://kahoot.com/, que possibilita através de um jogo interativo online, que o
aluno aprenda brincando. Segundo Silva (2018, p. 783) apud Vallin (2017):

De origem norueguesa, o Kahoot é uma ferramenta tecnoldgica
interativa que incorpora elementos utilizados no design dos jogos para
engajar os usuarios na aprendizagem. [...] Uma das caracteristicas
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dessa ferramenta é despertar a curiosidade e o envolvimento dos
nativos digitais em experiéncias para impactar positivamente sua
performance de aprendizagem.

Através desse aplicativo é possivel que o aluno tenha um feedback do seu
desempenho, fazendo com que se aprenda com os seus proprios erros. Para Junior
(2017, p. 1594) apud Wang (2015):

Kahoot é um jogo baseado em respostas dos estudantes que
transforma temporariamente uma sala de aula em um game show. O
professor desempenha o papel de um apresentador do jogo e os
alunos sdo os concorrentes. O computador do professor conectado a
uma tela grande mostra perguntas e respostas possiveis, e os alunos
d3o suas respostas o mais rapido e correto possivel em seus proprios
dispositivos digitais.

Dessa forma, o aluno acaba tendo uma participacdo mais efetiva, pois o
simples fato de ter um tempo especifico para responder, e saber imediatamente
se errou ou acertou, permite que ele busque chegar na alternativa correta e assim,
aprenda sem perceber.

CONCLUSAO

Podemos perceber a grande importancia de se adequar com as TIC's em
sala de aula para melhorar o processo de ensino e aprendizagem. Com o
exponencial crescimento da utilizagdo do celular e do acesso a internet,
verificamos que existem varios aplicativos que podem nos auxiliar durante as
nossas aulas, sendo o Kahoot um exemplo bastante atual e promissor. Diante das
pesquisas ja publicadas, ja se sabe qudo interessante é utilizar esse aplicativo em
sala de aula, mas em breve, iremos aplicar algumas propostas de ensino com
alunos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, e em seguida vamos fazer a
discussao dos resultados obtidos.
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Estudo de projecdes com uma proposta de
aplicag¢ao para o Ensino Médio

RESUMO

O estudo de projecdes é um assunto classico e de extrema importancia para diversas areas
da matemadtica. Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo evidenciar essa
importancia por meio do estudo de um exemplo pratico da definicdo de projecdo no
futebol, relacionado a marcacdo de impedimentos com a utilizacdo da tecnologia VAR
(video assistant referee). Para tanto, as atividades estdo divididas em dois momentos, sendo
o primeiro voltado para a fixagdo dos conceitos tedricos através de um experimento com
sombra de objetos, e o segundo, relacionado a aplicagao do estudo de projegao por meio
de experimento com VAR.

PALAVRAS-CHAVE: Projecdo ortogonal. Experimento com sombra. VAR.

INTRODUCAO

O estudo de projecdes é um assunto classico no estudo de algebra linear
com muita utilidade na drea de analise numérica, onde pode ser utilizado como
ferramenta para resolucdo de diversos problemas da drea, tais como fatoracdo de
matrizes, otimizagao linear, otimizagdo ndo linear, resolug¢ao de sistemas lineares
e nao lineares, etc.

Neste trabalho, propde-se uma atividade para aplicagdo no Ensino Médio,
durante o conteudo referente a Geometria Analitica, permitindo assim o uso
concreto de conceitos desenvolvidos em sala de aula e, adicionalmente a isso,
uma introducdo a noc¢do de projecdo com uma aplicacdo direta no futebol através
do entendimento da tecnologia VAR, recentemente aprovada pela FIFA (do
francés: Fédération Internationale de Football Association) na marcacdao de
impedimentos. Conforme as regras da IFAB (The international football association
board) (IFAB, 2019), que é o 6rgdo responsavel pela formulagdo e manutencdo das
regras que compdem o futebol, um jogador estard em posicdo de impedimento
quando qualquer parte de sua cabeca, corpo ou pés (exceto mados e bracos,
inclusive dos goleiros) estiver no campo adversario e mais proximo da linha de
meta adversaria do que a bola e o penultimo adversario.

Tal proposta tem como motivacdo proporcionar aos estudantes uma
oportunidade diferenciada de aprofundar os estudos relacionados a Geometria
Analitica por meio de uma aplicacdo real através de um tema popular. Ademais,
como consequéncia de um bom entendimento de conceitos matematicos, em
especial do estudo de projecdes, levar os estudantes a um pleno entendimento da
regra do impedimento minimizando a proposi¢do de criticas e reclamagdes por
vezes decorrentes do desentendimento dessa regra.
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DESENVOLVIMENTO DA PROPOSTA

As atividades desta proposta serdo tratadas em dois momentos distintos.
No primeiro momento, o objetivo serad concretizar alguns conceitos de Geometria
Analitica a fim de definir projecao ortogonal com utilizacao de linguagem vetorial.
Num segundo momento, por meio de um experimento prdatico, os alunos
simulardo situagbes de impedimentos aplicando diretamente a definicdo de
projecdo ortogonal a fim de verificar a existéncia ou ndo de impedimento. Neste
contexto, o campo de futebol com a linha de fundo sera entendido como um dos
octantes do R? (por conveniéncia trabalharemos com o 12 octante), e os jogadores
envolvidos serdo transformados em vetores.

Na primeira etapa, pretende-se trabalhar com a projecdo ortogonal
através do problema de calcular o comprimento da sombra de um objeto
projetada ortogonalmente por uma lampada puntiforme presa ao teto. Nesse
sentido, de maneira implicita, com linguagem vetorial deduzir o produto interno
usual e a férmula da projecdo ortogonal em R? e dai calcular o comprimento
solicitado. Na segunda etapa, com a utilizagdo de bonecos em miniatura de
jogadores de futebol, propGe-se que sejam feitas varias simulacGes de situacbes
de impedimentos, os quais serdo analisados pelos alunos através do calculo da
projecdo dos jogadores em rela¢do ao chdo, observando a regra (Figura 1).

Figura 1 - Situacdo para andlise de impedimento
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Fonte: Os autores.
CONCLUSAO

Espera-se com esta proposta diferenciada e de carater motivacional que
os alunos consigam aprofundar seus conhecimentos relacionados a Geometria
Analitica, através de uma aplicacdo real do estudo de proje¢Ges num contexto
cotidiano popular. Vale destacar que o bom desenvolvimento desta proposta é
diretamente proporcional ao envolvimento direto e ativo dos estudantes nas
atividades, sendo o professor mediador do conhecimento.

REFERENCIAS
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Uma Trajetoria de Ensino e Aprendizagem
para o estudo de niumeros inteiros

RESUMO

Este trabalho é uma pesquisa qualitativa de cunho interpretativo na qual uma Trajetdria de
Ensino e Aprendizagem (TEA) foi elaborada e aplicada na perspectiva da Educacdo
Matematica Realistica (EMR) a respeito dos numeros inteiros. O objetivo é realizar um
estudo sobre numeros inteiros, considerando seus conceitos matematicos e seu
desenvolvimento histérico, elaborar, aplicar e refletir sobre uma Trajetdria de Ensino e
Aprendizagem apoiada na abordagem da Educagdo Matemdtica Realistica. Com isso foi
possivel confirmar que a atitude do professor, enquanto guia, desperta os principios da
EMR.

PALAVRAS-CHAVE: Educacdo Matematica Realistica (EMR). Reinvencdo guiada. Niumeros
inteiros. Trajetdria de Ensino e Aprendizagem.

INTRODUCAO

Esta pesquisa teve sua origem nas reflexdes da autora a respeito das
dificuldades apresentadas pelos alunos em relacdao a compreensao dos niumeros
negativos. De acordo com Glaeser (1985), os numeros negativos sdo conhecidos
desde Diofanto (sec. lll), mas por mais de 1500 anos vdarios obstaculos se
opuseram a sua compreensdo. A pergunta deflagradora se constitui em: como a
EMR pode orientar um professor na elaboracdo e desenvolvimento do processo
de construcdo de conceitos de numeros inteiros por alunos do Ensino
Fundamental — Anos Finais?

Com o propésito dos alunos reinventarem os numeros inteiros, foi
elaborada e aplicada uma Trajetdria de Ensino e Aprendizagem (TEA) na qual o
professor vai além da elaborac¢do de um plano de aula. Segundo Van Den Heuvel-
Panhuizen (2010), uma trajetéria esta ligada aos significados de aprendizagem, de
ensino e do perfil de contelddo programatico.

DESENVOLVIMENTO

De acordo com Van Den Heuvel-Panhuizen e Drijvers (2014), a EMR
envolve principios fundamentais para o ensino da Matematica que estdo ligados a
ela de modo inaliendvel. A maioria deles foi articulada por Treffers em 1978 e
reformulados ao longo dos anos. A autora distingue seis principios: da atividade
(estudantes sdo participantes ativos do seu processo de aprendizagem); da
realidade (primeiro aplicar a matematica para resolver problemas da vida real e a
segunda é que a educacdo matematica deve partir de situagdes problema com
significados para os estudantes); de nivel (os estudantes passam por niveis de
entendimento); de entrelacamento (os conteidos de matemadtica ndo podem ser
considerados de forma isolada); de interatividade (significa que aprender
matematica ndo é sé uma atividade individual, mas também social) e de orientacdo
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(professores devem ter papel proativo na aprendizagem dos alunos). As tarefas
pensadas foram aplicadas em uma sala de aula de 72 ano do Ensino Fundamental
— Anos Finais. O procedimento de andlise ocorreu com o relato das aulas seguido
de uma andlise interpretativa a luz da EMR, identificando o surgimento dos seus
principios, além de buscar possiveis relagdes com o desenvolvimento histérico.

CONCLUSAO

Com esta pesquisa qualitativa percebemos que ao elaborar uma TEA hd a
necessidade de se fazer uma reflexdao mais profunda do que um plano de aula
exige. Percebemos também o surgimento dos principios da EMR durante a
aplicacdo. Uma Trajetdria de Ensino e Aprendizagem, segundo Van Den Heuvel-
Panhuizen (2010) ndo s6 explica em que ponto os alunos devem chegar, mas
também ilumina o amplo caminho que seguem, oferecendo ao professor um norte
apresentando os objetivos a serem alcancados pelos alunos, desde uma
perspectiva em longo prazo até os aspectos microdidaticos do cotidiano das aulas
de matematica.

AGRADECIMENTOS
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Logaritmo e a régua de calculo: uma
proposta de ensino

RESUMO
Esse artigo apresenta uma proposta de ensino de logaritmo utilizando uma abordagem
histérica e investigativa. Nessa perspectiva, a régua de célculo é usada como ferramenta de
ensino na resolucdo de atividades que exploram o conceito e as propriedades dos
logaritmos.

PALAVRAS-CHAVE: Logaritmos. Régua de calculo. Histéria da matematica. Proposta de
ensino.

INTRODUCAO

A histéria da matematica pode ter um papel importante no ensino da
matemadtica, contudo é preciso que a histdria ndo seja introduzida apenas como
uma colec¢do de datas, fatos e nomes. De acordo com Roque e Pitombeira (2012):

A Matematica se desenvolveu, e continua a se desenvolver, por meio
de problemas. O papel da histéria da Matematica pode ser o de exibir
estes problemas, muitas vezes ocultos no modo como os resultados se
formalizaram.

Nesse espirito, descrevemos nesse artigo uma proposta didatica que busca
desenvolver o conceito de logaritmo em uma perspectiva da época de sua criagao.
Destacamos em nossa abordagem a utilizagdo da régua de calculo. Uma versdo
mais elaborada dessa proposta pode ser encontrada em Pedrosa e Adames (2018).

CONSTRUGAO HISTORICA DO CONCEITO DE LOGARITMOS

Os logaritmos foram desenvolvidos no final do século XVI e inicio do século
XVII, inicialmente por John Napier e, posteriormente, por Henry Briggs. De acordo
com Boyer e Merzbach (2012), Napier e Briggs procuravam métodos para
simplificar cdlculos de multiplicagdo e divisdo. Para ilustrar essa dificuldade
histdrica, sugerimos a aplicagdo da atividade a seguir.

Atividade: Calcule, sem utilizar celular ou outra ferramenta eletronica,
2048 x 524288.

Se tivéssemos uma tabela contendo poténcias de base 2, veriamos que
2048 x 524288 = 21 x 219 = 230 = 2147483648. Napier utilizou uma
ideia similar a esta na criacao dos logaritmos. A utilizacao de uma tabela como esta
seria mais Util se todos os nimeros naturais pudessem ser escritos como uma
poténcia de base 2. Dessa forma, deparamo-nos com o seguinte problema: qual o
valor de z, tal que 2% = 3? Ao expoente z, chamamos logaritmo de 3 na base 2.

Definigdo: Chamamos o expoente z em que devemos elevar um nimero
positivo a para obter o nimero x > 0 de logaritmo de x na base a e denotamos
z = log, x.
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Na Figura 1 é possivel observar como o produto 4 X 3 é calculado
utilizando a régua de calculo feita com uma escala logaritmica. O nimero 1 da
régua superior deve estar sobre o nUmero 4 e a resposta estard abaixo do numero
3. 0 procedimento funciona, pois estamos somando a distancia de 0 até log, 4 = 2
com a distancia de 0 até log, 3 ~ 1,6, o que d4 3,6 e 23° ~ 12.

Figura 1 - Régua de calculo de base 2
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Fonte: Autoria propria.

A régua da Figura 2 tem uma base préxima de 1 e com ela é possivel
realizar operacdes mais complexas. Essa régua esta disponivel em tamanho maior
em Pedrosa e Adames (2018).

Figura 2 - Régua de calculo de base 1,0471

Fonte: Autoria propria.

CONCLUSAO
Esse trabalho apresentou uma proposta de ensino conduzida pela
investigacdo histdrica em sala de aula, fazendo uso de materiais manipulaveis.
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Ensino de probabilidade com o jogo de
dados de Mozart

RESUMO

Neste trabalho é revisado um dos jogos musicais com dados mais comuns, o jogo de dados
de Mozart. O jogo consiste em compor melodias por meio do langamento de dois dados
comuns. A partir deste jogo musical é possivel desenvolver conceitos de probabilidade,
podendo ser utilizado pelo professor como ferramenta de ensino e aprendizagem deste
contetdo. E descrito o funcionamento do jogo e, em seguida, é analisado um dos aspectos
probabilisticos do jogo.

PALAVRAS-CHAVE: Probabilidade. Jogos musicais. Metodologia de ensino de
probabilidade.

INTRODUCAO

O ensino de probabilidade, e também de outros conteudos, coloca frente
ao professor o desafio de instigar nos alunos o desejo de aprender. Utiliza-se para
esse fim brincadeiras e jogos. Neste trabalho revisamos o funcionamento do jogo
de dados de Mozart e analisamos um dos aspectos probabilisticos do jogo.

0 JOGO DE DADOS DE MOZART

O jogo de dados de Mozart consiste em langar dois dados comuns para
compor uma melodia de valsa (minueto) baseada na aleatoriedade do langamento
dos dados. Mozart compds 16 grupos de 11 compassos, totalizando 176
compassos. A composicao é realizada selecionando um compasso de cada um dos
16 grupos a partir do resultado da soma de dois dados (MOZART, 1793).

A Figura 1 mostra em suas colunas cada um dos 16 grupos de 11
compassos. Os numeros de 1 a 176 nas células expressam o nimero do compasso
a ser extraido da partitura. Para compor uma melodia, langamos um par de dados
16 vezes, selecionando o compasso correspondente a soma dos dois dados em
cada uma das colunas. Entdo basta tocar os compassos na sequéncia.

Por exemplo, suponhamos que lancemos um par de dados comuns 16
vezes, obtendo as seguintes somas: 5, 7, 10, 8, 8,4, 6,6,6,7,6,5,5,9,5e 6. A
melodia é entdo composta pela seguinte sequéncia de compassos: 40, 157, 42, 53,
99, 55, 36, 107, 25, 71, 64, 34, 67, 115, 52 e 93.
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Figura 1 - Tabela de langamentos dos dados do jogo de dados de Mozart.
Colunas correspondem aos compassos e linhas a soma dos dados
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24 |130] 10 f1o3] 28 | 37 |106] 5 35 | 20 | 108 | 92 | 12 1241 44 | 131
- — )

Fonte: Garcia et al. (2013).

ENSINO DE PROBABILIDADE ATRAVES DO JOGO

Pergunta: Qual a probabilidade do primeiro compasso ter numeracdo
maior que 1007

Resposta: O espaco amostral é formado pelos nimeros da primeira coluna
da tabela e o evento do qual queremos determinar a probabilidade é E={104, 119,
148, 152}. Cada um dos elementos de E é mutuamente exclusivo, portanto
podemos calcular P(E) = P(104) + P(119) + P(148) + P(152). Temos as seguintes
probabilidades: P(104) = 1/6; P(119) = 4/36; P(148) = P(152) = 5/36. Assim, a
probabilidade do primeiro compasso ter numerag¢do maior que 100 é P(E) = 5/9.

CONCLUSAO

A partir do jogo de dados de Mozart o professor pode desenvolver com
alunos diversos conceitos de probabilidade. Por exemplo: resultados
equiprovaveis para o lancamento de um dado; resultados ndo equiprovaveis para
a soma de dois dados; probabilidade condicional; eventos mutuamente exclusivos.
Também é possivel trabalhar conceitos simples de combinatdria, podendo servir
como introducdo a este segundo conteudo.

REFERENCIAS
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Uma Trajetoria Hipotética de Aprendizagem
para o ensino de fun¢ao quadratica

RESUMO

Este trabalho apresenta uma THA para o ensino de fungdo quadratica, na perspectiva de
Simon (1995) e da Resolugdo de Problemas proposta por Onuchic e Allevato (2011). O
objetivo é identificar quais aspectos da construcdo de Trajetdrias Hipotéticas de
Aprendizagem contribuem para a formagdo de um professor de Matematica. O resultado
da pesquisa aponta que a elaboracdo e exploragdo de THA proporcionam ao educador
momentos de reflexdo a respeito de como conduzir o processo de ensino quando
estudantes se deparam com problemas que envolvem o contetdo de fung¢des e as possiveis
possibilidades de explorar as propriedades das fun¢des quadraticas.

PALAVRAS-CHAVE: Trajetdrias Hipotéticas de Aprendizagem. Resolucdo de problemas.
FungBes quadraticas.

INTRODUCAO

Na tentativa de refletir a respeito de caminhos que podem ser trilhados por
professores, junto com seus alunos, e o conhecimento matematico,
desenvolvemos uma pesquisa para colaborar com a formagao do autor desse
projeto e, o produto desse trabalho é apresentado em forma de uma proposta
didatica para o ensino de fungdo quadratica. O trabalho desenvolveu-se de acordo
com as seguintes etapas: 1) Estudo da Resolucdo de Problemas na Educacdo
Matematica, sintese a respeito de pesquisas desenvolvidas por Polya (1994),
Schoenfeld (2007), Onuchic (1999) e Van de Walle (2009); 2) Organizacdao de um
roteiro para uma aula na perspectiva da Resolucdo de Problemas; 3) Apresentacao
da Trajetdria Hipotética de Aprendizagem na perspectiva de Simon (1995); 4)
Elaboracdo de uma alternativa para o ensino de fun¢do quadratica, por meio de
uma Trajetéria Hipotética de Aprendizagem (THA) na perspectiva da Resolucdo de
Problemas; 5) Apresentacdo do conceito de funcdo quadratica; 6) Analise das
contribuicGes desse processo na formacgdo de um professor de Matematica.

FUNCAO QUADRATICA, RESOLUCAO DE PROBLEMAS E THA

Ao estudar uma fungdo do 29 grau, é importante que o aluno identifique
que o grafico serd uma parabola, no plano cartesiano, com a concavidade voltada
para cima ou para baixo, possibilitando a deducdo se a fung¢do terd um valor
maximo ou minimo, além de identificar (caso existam) os pontos em que a
pardbola intercepta os eixos coordenados. Assim o aluno tera oportunidade de
desenvolver estratégias para o cdlculo das coordenadas do vértice de uma
pardbola, obter o conjunto imagem de uma fung¢do quadratica, bem como resolver
problemas correspondentes a otimizacdo de situagdes interpretadas por meio de
fungdes do 29 grau. A proposta é desenvolver o contetdo fungao quadratica por
meio de uma THA. Uma das caracteristicas da THA é ter como hipdtese os
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conhecimentos dos estudantes acerca do objeto matemadtico a ser estudado, que
serd confirmado ou ndao no desenvolvimento da mesma. Assim a THA ndo é um
processo estanque, na verdade é mutavel, flexivel e vai ao encontro das
necessidades e especificidades dos estudantes em relacdo ao conteudo a ser
estudado. Um dos problemas utilizados na trajetéria foi retirado da Prova do ENEM
2017. A resolucdo do problema é desenvolvida utilizando conceitos matematicos
da Educagdo Basica e também por meio do Célculo Diferencial e Integral. Na
anadlise evidenciamos os passos que professores e alunos podem dar em uma aula
de resolucdo de problemas e como os contelddos matematicos podem ser
explorados.

CONCLUSAO

A elaboracdo de uma THA exige acGes que colocam o autor nesse rico
processo de estudar, hipotetizar, refletir, testar e reelaborar, ja que a construcdo
das THA dd ao professor a possibilidade de construir seu projeto de decisdes,
baseado em suas melhores suposicdes de como o conhecimento poderia ser
processado.
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Sobre os numeros de Catalan

RESUMO

Presentes em problemas de combinatdria, dlgebra, ciéncia da computagdo, teoria dos
grafos e geometria, os numeros de Catalan sdo pouco conhecidos no Brasil e possuem
pouca literatura na lingua portuguesa. O objetivo deste trabalho é um estudo sobre os
numeros de Catalan, apresentando seu histdrico, propriedades e algumas aplicagdes que
podem ser usadas em sala de aula.

PALAVRAS-CHAVE: Numeros de Catalan. Sequéncia numérica. AplicacGes dos niumeros de
Catalan. Propriedades dos numeros de Catalan.

INTRODUCAO

Os numeros de Catalan sdo assim chamados em homenagem ao matematico
belga Eugene Charles Catalan (1814-1894), responsavel pela divulgacdo e
demonstracdo de propriedades dessa sequéncia numérica. No entanto, atribui-se
a descoberta de tais nUmeros ao notavel matematico suico Leonard Euler, por
volta de 1751.

Os numeros de Catalan sdo definidos por

. = 1 (Zn)
" n+1 \n/

para todo inteiro n = 0. Os seis primeiros termos da sequéncia numérica de
Catalansdo 1,1, 2,5, 14 e 42. Euler prop6s um problema ao matematico alemao
Christian Goldbach, onde procurava descobrir de quantas maneiras é possivel
desenhar as diagonais de um poligono convexo de n = 3 lados, sem que haja
intersecdo entre elas. Da troca de correspondéncias entre eles, surgiu a primeira
forma de encontrar os numeros de Catalan, através da formula recursiva

4n-2
C, = %-Cn_l,emquen21e60=1.

Ja em 1756, o matematico hungaro Johann Von Segner publicou uma
segunda maneira de encontrar os nimeros de Catalan usando a forma recursiva

Cn = COCTl—l + C1Cn_2 + -+ Cn_lco, na qual n= le CO =1.
PROPRIEDADES
Os numeros de Catalan apresentam diversas propriedades, dentre as quais

destacamos as definidas nos Teoremas 1 e 2.

Teorema 1. Paran > 0, o numero de Catalan C,, é impar se, e somente se,
n é um nimero de Mersenne, ou seja, da forman = 2™ — 1,sendom > 1.

Teorema 2. Os Unicos numeros de Catalan que sdo primos sdo C, e Cjs.
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APLICACOES

Os numeros de Catalan surgem na resolucao de problemas envolvendo
contagem, dos quais alguns exemplos sdo descritos a seguir.

Exemplo 1. De quantas maneiras podemos dividir um poligono convexo em
tridngulos, desenhando suas diagonais, de modo que ndo haja interse¢do entre
elas? A solucdo para esse problema, ou seja, o nimero de triangulagdes de um
poligono convexo de n + 2 lados, é dada pelos niumeros de Catalan C,,, comn >
1.

Exemplo 2. Em uma malha quadriculada de tamanho n x n, de quantas
maneiras partindo do ponto (0,0) podemos chegar ao ponto (n, n), sendo possivel
apenas passos de comprimento 1 para a direita ou para cima, desde que o caminho
nao cruze a diagonal da malha que une os pontos (0,0) e (n, n)?

CONCLUSAO

Neste trabalho discutimos alguns aspectos dos numeros de Catalan, desde
sua definicdo, passando por algumas de suas principais propriedades e mostrando
algumas de suas aplicacdes. Nesse sentido, percebemos que os numeros de
Catalan sdo Uteis para a resolucdo de diversos problemas matematicos e que sua
sequéncia numérica é bastante interessante e muito importante. Por fim,
acreditamos que esse trabalho possa contribuir com a inser¢ao de bibliografia
sobre o tema na lingua portuguesa e, com isso, incentivar e difundir o estudo dos
numeros de Catalan.
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Bandeira Nacional e a Matematica:
explorando alguns conceitos de geometria

RESUMO

A Bandeira do Brasil possui uma histéria que se inicia no ano do descobrimento. Foram
diversas as investidas do Governo a fim de construir um modelo que revelasse ideias e
atendesse a critérios politicos da época. Enfim, temos hoje uma Bandeira Nacional que foi
criada em 1970 por um grupo de 4 pessoas. Assim como toda Bandeira que representa um
pais, estado ou municipio, ela possui regras para a sua construgao. Com base nestas regras,
elaboramos uma proposta para abordar conceitos matematicos a partir da construgao da
Bandeira Nacional. Com esta comunicagdo temos por objetivo disseminar o trabalho de
dissertacdo que a contém, discutindo suas potencialidades para o ensino de Matematica no
Ensino Fundamental — Anos Finais. As construgGes propostas podem ser realizadas por meio
de régua e compasso ou mediante a utilizacdo do software GeoGebra, com objetivos
distintos. Destacamos ainda, que o tema é propicio para que a interdisciplinaridade ocorra,
jd que ao trazer esta temadtica a tona podemos integrar Arte e Histéria as aulas de
Matematica.

PALAVRAS-CHAVE: PROFMAT/UEL. Bandeira Nacional. Constru¢des geométricas.

INTRODUCAO

Uma rapida visita a histéria da Bandeira do Brasil é capaz de revelar os
aspectos da trajetéria que ela sofreu ao longo dos anos, desde que fora instituida
na sua primeira versdo. Foram diversas as alteragdes sofridas pela bandeira ao
longo do tempo, modificando-a totalmente para o “modelo” que hoje
conhecemos. Tal “modelo” é descrito de modo pormenorizado em uma
normativa. Ali, determina-se como deve ser confeccionado um exemplar da atual
Bandeira Nacional. Dentre as diversas curiosidades, face as explicagdes para todos
os detalhes da Bandeira atual, destacamos as formas geométricas que a
compdem: o retangulo, o losango, o circulo e os arcos. Além das estrelas que sdo
formadas por pentdgonos sobrepostos de diferentes tamanhos, no total de 4.

Em posse destes detalhes, construimos uma proposta para o tratamento de
conceitos de Geometria para os anos finais do Ensino fundamental. Nesta
comunicac¢do apresentamos algumas tarefas desta proposta, com sugestdes de
encaminhamento. A proposta é resultado de nosso trabalho de dissertacdo
desenvolvido para a conclusdo do PROFMAT/UEL. Com base em nossa experiéncia
e, visto a potencialidade de utilizarmos o GeoGebra, um software de geometria
dindmica gratuito, apresentamos as tarefas em duas etapas, com objetivos
distintos: 1. Constru¢cdo com régua e compasso; 2. Constru¢cdo com o GeoGebra
(BENETTON, 2019).
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A BANDEIRA NACIONAL: MAOS A OBRA PARA A SUA CONSTRUGCAO

A Bandeira Nacional é um dos quatro simbolos nacionais. Possui uma
histéria rica e curiosa acerca dos detalhes que contém. Apds diversos “modelos”
distintos com formas e desenhos multiplos e variados, atualmente a Bandeira é
composta por figuras geométricas que obedecem as regras descritas por uma
normativa, a Lei No. 5700/71. A sua criagdo é atribuida a quatro personagens:

Sua criagdo ficou a cargo de Raimundo Teixeira Mendes (1855-1927)
que foi um filésofo, matematico e positivista, Miguel Lemos (1854—
1917) que na época foi diretor do Apostolado Positivista do Brasil,
Manuel Pereira Reis (1837-1922) foi um renomado astronomo e,
Décio Vilares (1851-1931) foi um renomado pintor na época. Eles
utilizaram as mesmas cores verde e amarelo baseadas nas Casas Reais,
porém dando um novo significado. Substituiram também o brasdo
situado ao centro pelo circulo com as constelagGes, ja mencionadas
acima (BENETTON, 2019, p. 31).

Para uma construcdo da bandeira, atendendo a Lei com o devido rigor, sdo
necessarios conhecimento de diversos conceitos de Matematica, como poligonos,
proporcionalidade, unidades de medida e as constru¢cGes geométricas destes
poligonos. Com base nesta observacdo, construimos uma proposta para o
tratamento destes conceitos a partir desta tematica — a Bandeira Nacional. E o
fizemos, sob dois aspectos, utilizando régua e compasso e por meio do GeoGebra
(BENETTON, 2019). A proposta torna possivel trabalhar, sob uma forma
interdisciplinar, Arte e Histéria nas aulas de Matematica. Apresentamos essa
possibilidade em nosso trabalho de dissertacdo. Acreditamos que os conceitos
abordados na proposta, a partir de tarefas sob essa temdtica, podem agugar a
curiosidade do aluno e contribuir para a aprendizagem dos conceitos matematicos
envolvidos.

CONCLUSAO

O trabalho com tematicas pode despertar a curiosidade de nossos alunos
e fomentar a participacao deles. A Bandeira Nacional é um exemplo disso e nosso
trabalho de dissertagao revela aspectos da proposta citada. Convém salientar que
a nossa pratica em sala de aula pode ser aprimorada a partir dos conhecimentos
advindos da formacdo que realizamos no Mestrado Profissional em Matematica —
PROFMAT/UEL, que foi fundamental para que pudéssemos nos tornar sensiveis ao
tratamento deste tema na Educacdo Basica.
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Sobre o PROFMAT na UEL: alguns dados
junto ao olhar dos egressos do programa

RESUMO

O Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional envolve Instituices de Ensino
Superior de todo o pais. A Universidade Estadual de Londrina participa deste programa
desde o inicio da implantagdo em nivel nacional, ou seja, desde o ano de 2011. Desde entdo
varios profissionais foram formados em nossa Universidade, ndo somente da cidade de
Londrina, mas de uma vasta regido circunvizinha, extrapolando inclusive os limites do
estado do Parana. Como docentes do programa, apresentamos nesta comunicagdo alguns
dados do PROFMAT/UEL e apontamos impactos desta formagdo na vida dos estudantes que
concluiram o curso.

PALAVRAS-CHAVE: PROFMAT/UEL. Formacdo continuada. Mestrado profissional.

INTRODUCAO

O Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional - PROFMAT é
oferecido por um conjunto de Instituicdes de Ensino Superior cuja coordenacdo
estd a cargo da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), com apoio do Instituto
de Matematica Pura e Aplicada (IMPA). O PROFMAT tem como objetivo suprir
uma demanda de formagdao em nivel de pds-graduagcdo dos professores de
Matematica em exercicio na Educacdo Basica, especialmente de escolas publicas,
gue buscam aprimoramento em sua formacdo profissional, com énfase no
dominio aprofundado de conteddo matematico relevante para sua docéncia.
Destacamos nossa participacdo nesse programa, a qual, por meio deste trabalho,
apresentamos.

Desde o inicio do PROFMAT, segundo relatdrio intitulado “Avaliacdo e
possiveis impactos” (PROFMAT, 2017), em nivel nacional, em marco de 2017 havia
3000 dissertacdes defendidas (Trabalho de conclusdo de Curso) disponiveis e de
facil acesso no site http://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes. Este dado
revela a abrangéncia e a producdo massiva do programa como um todo na
conjuntura nacional dos cursos de mestrado profissionalizante em Matemdtica no
pais. Apresentamos nesta comunicagdo um estudo analitico de alguns dados que
compdem a atuacdo do PROFMAT/UEL em nossa Instituicdo. Além disso,
apontamos algumas contribui¢cdes desta formag¢dao por meio da voz de alguns
estudantes egressos do programa, cumprindo e corroborando ao que este evento
se propoe.
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UM RETRATO DO PROFMAT/UEL: UMA ANALISE

A cidade de Londrina sedia o NRE-Londrina, Nucleo Regional de Ensino de
Londrina, que contempla 19 municipios da regido circunvizinha. Nas escolas
administradas pelo NRE atuam, aproximadamente, 600 professores de
Matematica no Ensino Fundamental. Sdo muitas as escolas publicas atendidas,
apenas nesta regido. Além disso, Londrina é um municipio localizado
estrategicamente no Estado do Parana, préximo a divisa com o Estado de S3o
Paulo e, consequentemente, de municipios préximos a ela. Essas caracteristicas
demonstram que os Programas de Pds-graduacdo em Matematica que atendam
essa populacdo sdo bem-vindos nesta regido e que, sem duvida, podem causar um
impacto na formacdo dos professores de Matematica e, consequentemente, na
educacdo publica.

Atualmente o programa possui 11 professores que orientam trabalhos de
dissertacdes em diversas dreas. Temos professores com formacdao em nivel de
Doutorado (2 em doutoramento) nas areas de Matematica, Matematica Aplicada
e Educacdo Matematica.

Com informacgdes que revelam os caminhos trilhados pelos estudantes do
PROFMAT/UEL, apresentamos nesta comunicagdo, ainda que de modo breve,
dados que revelam os impactos que o programa possui em nossa regiao. Junto a
isso, trazemos alguns depoimentos de estudantes egressos do programa que
podem revelar informacgdes importantes no estabelecimento de politicas publicas
que visem aprimorar a formagdao docente de professores de Matematica da
Educacgdo Basica.

CONCLUSAO

O PROFMAT/UEL estd em funcionamento desde o ano de 2011. Foram
diversos os trabalhos de dissertacdo apresentados até o momento, envolvendo as
diferentes dreas da Matematica no que tange aos conteldos da Educacdo Basica.
Como o corpo docente é diversificado em relacdo a formacdo e area de atuagdo
dos professores na UEL, as temdticas sdo ricas e desenvolvidas sob diferentes
aspectos, o que torna o resultado ainda mais significativo.
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