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Resumo

Neste artigo sdo apresentados alguns conceitos bdsicos usados na implementagado
do sistema computacional FEET (Finite Edge Element - Tetrahedral). Este sistema
utiliza elementos de aresta tetraédricos com a formulacdo potencial vetor magnético.
Os elementos de aresta tém os graus de liberdade relacionados com as arestas dos
elementos. A utilizagdo destes elementos evita certas dificuldades como: perdas de
precisdo devido aos erros de cancelamento em regioes ferromagnéticas, modos espuri-
os, imposicoes de calibres, etc. Neste artigo aborda-se também um conceito de direci-
onamento de arestas. Resultados numéricos obtidos através das formulagoes estdtica

e quase-estdtica sdo apresentados.

I. INTRODUCAO

A solucao de problemas eletromagnéticos
com o método dos elementos finitos, em termos
do potencial vetor magnético A, tem recebido
um consideravel interesse dos pesquisadores em
todo o mundo. Em problemas bidimensionais, so-
mente a componente A, é empregada e o pro-
blema é transformado num problema escalar [5].
Em aplicacoes tridimensionais, o célculo de cam-
pos magnéticos é usualmente baseado em formu-
lagoes que utilizam potenciais escalares. Entre-
tanto, estas formulagoes apresentam erros de
cancelamento em regides de alta permeabilidade
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ou dificuldades em regides multiplamente cone-
xas. Estes problemas nao aparecem quando o
potencial vetor magnético € utilizado. Entretan-
to, neste caso, existem penalidades do ponto de
vista computacional devido a presenca de trés
componentes incégnitas por né e a necessidade
de se forcar um calibre [8].

Uma alternativa que vem sendo adotada com
muito sucesso quando se trabalha com variaveis
vetoriais no método dos elementos finitos € o uso
de elementos de aresta. Os elementos de aresta
se baseiam em fungoes de forma vetoriais, tém
uma incégnita por aresta (menos requisito de
memoria que os elementos nodais), e sao livres
dos modos espurios [1,2,3,4].

A aproximacdo do potencial vetor magnéti-
co no interior de um elemento de aresta tetraé-
drico, é feita através da seguinte expressao:

6

i=1

onde A, é a circulagao do potencial vetor sobre a
arestai e W;éum vetor que possui sua projecao
constante sobre a aresta i.
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/l. CONTINUIDADE DO POTENCIAL VETOR

Suponha que dois tetraedros tenham uma
aresta em comum, sendo i o niumero da aresta
no tetraedro K, e j no tetraedro L. O termo

A:( \X/; do potencial vetor em K (tangente a

aresta i) pode ser feito igual ao termo A; \\ /4 j

em L (tangente a aresta j ), simplesmente impon-
do:

Al W, =+AS W, )

onde o sinal * é devido a direcao da funcao veto-
rial W; que pode ser oposta a diregao da funcao
W.. Aplicando a equacao (2), através de toda ma-
Iha de tetraedros, tem-se uma incégnita por ares-
ta, e o potencial torna-se tangencialmente conti-
nuo através de todas as arestas. De fato, também
o potencial é continuo através de todas as faces.

Ill. COORDENADAS HOMOGENEAS

As coordenadas homogéneas tridimensionais
sao definidas da seguinte maneira: considere que
P seja um ponto no interior do tetraedro que tem
como coordenadas cartesianas (x, ¥y, z) . Supo-
nha que os volumes V|, V,, V3 e V4 dos tetrae-
dros menores (Fig. |) sao formados por trés dos
vértices originais (x;, y;, z;) do tetraedro maiore
o ponto P. Entao as coordenadas homogéneas
L, L,, L3 e L, de P sdo definidas por:

V, V. V. V,
L=2! L="2 L3=2 L,=2% 3
ISP sS40 YR TER AT y 3)

Fig. | - Tetraedro dividido em quatro
tetraedros menores.

O volume do tetraedro é dado por:

I x vy z
|
V:V|+V2+V3+V4=él :2 ;2 iz (4)
3 3 3

Lx, Y, Z,

As quatro coordenadas homogéneas satisfa-
zem a seguinte equagao:

4
i§1 L =1 (5)

Nota-se que:

| A T
V, = M xz y2 z;
61 x;3 y; z3 (6)
1 X4 Ya 24
(=
1 % y, gz
| L ¢ z
61 x3 y3 2z (7)
1 X3 ya 24

com expressoes similares para V3 e V4. Contu-
do, é visto ser possivel escrever a relagio:

a; +bix+ciy+dizi
6V

onde V ¢é o volume do elemento, a;, b;, ¢; e d;
sao os cofatores, e X, y e z sdo as coordenadas
do baricentro do elemento.

Li = - 1,4 (8)

IV. FUNCOES DE FORMA

As fungoes de forma vetoriais para as arestas
sao (Fig. 2) [6,7]:

Wi = (LiIVLiz o LiZVLiI )Il 9)

onde os nimeros das arestas associadas aos nos
iy e iy sdo definidos na Tabela I, e I, (compri-
mento da aresta)
€ incluido para

B Y SR
normalizar W;. L~
IV‘?"'k i ‘n;'-T'
) : +
|
Fig. 2 l T,
Elemento de ‘
aresta. 3




Tabela |
Arestas associadas aos nés
Aresta i "N6 i, N6 i,
| | 2
2 | 3
3 | 4
4 2 3
5 2 4
6 3 4

V. DIRECOES DAS FUNCOES DE FORMA

Para assegurar a continuidade tangencial do
potencial vetor é necessario definir uma diregao
para as fungoes de forma na malha de elementos
finitos. A direcao de cada fungdo por aresta na
malha de elementos finitos é obtida através da
comparagao entre as diregoes das arestas de cada
elemento com a diregao das arestas definidas em
um elemento de referéncia (Fig. 3). Se a diregao
de qualquer uma das arestas do elemento com-
parado nao tem a mesma direcao que a sua res-
pectiva aresta no elemento de referéncia, a fun-
¢ao de forma para aresta é multiplicada por —I.
Por exemplo, se a direcao da aresta do elemento
comparado for do né 2 para o né |, a fungao de
forma para aresta | é multiplicada por —1.

S -
ARESTA  DIRECAO
1 nl -n2 |
LS {

nl

nl - né do elemento

Fig. 3 Elemento de referéncia.
VI. FORMULACOES

As equacoes a serem resolvidas para o caso
estatico e para correntes induzidas em baixas fre-
quiéncias sao apresentadas abaixo:

- Caso estatico

VXJ—VXA:J (10)
V)

aplicando-se o método de Galerkin na equagao
(10), tem-se:

‘jl(waj).(&vai}g.dsz:{jle»,ldm,j:l,e (1

onde ) é a densidade de corrente, Y a permeabi-
lidade e Q ¢é o dominio de estudo.

— Correntes induzidas

Vx1VxA+oa—A=J

B ot (12)
onde s é a condutividade. O termo dA / dt pode
ser tratado com uma formulagao em complexo
para regime senoidal, linear e regime permanen-
te. Contudo, para tratar com problemas nao li-
neares associados com qualquer forma de exci-
tacao, usa-se a derivada temporal de A como:

aA Al+l
5t At 4

onde At é o passo detempo e A;, 4 e A, repre-
sentam os valores A nos instantes i+1 ei, res-
pectivamente.

Aplicando o método de Galerkin na equacao
(12) tem-se:

(7% W;)- (VxW)A.+;dQ+I ) el

Q

j%/\iw:jwj-ma]:l,e (14)
o At Q

VII. CONTINUIDADE DA CORRENTE DE
MAGNETIZACAO

A condicdo de continuidade da densidade de
corrente de magnetizagao tem uma grande influ-
éncia na consisténcia do sistema algébrico. Isto é,
o ICCG (Incomplet Cholesky Conjugated
Gradients) é inapto para resolver este sistema se
nao é satisfeita a seguinte condigao de continui-
dade [2]:

V-J=0 (15

A Fig. 4 apresenta um quarto de uma bobina,
com secdo transversal retangular. Nos elemen-
tos localizados segundo as direcoes x, y e z, |
tem somente uma componente (segundo X ou
y), e satisfaz a equagao (15). Para promover a
continuidade da densidade de corrente no "can-
to" da bobina, utilizam-se as seguintes equagoes

[2]:
J — N J(DOX = X)

x W (16)
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_J(Dgy -y)
Y ortm quikif

(17)

onde (x, y) sao as coordenadas do baricentro de
cada tetraedro e Dy, DOy e W sao definidos na
Fig. 4.

Canto da bobina

:.‘:_ (x1,yi)
$ Baricentro do
DOy| (-3,0) tetraedro (i)
—+-(0,J
o 0.J)
! —
= X
y
DO0x

Y —_—

w

Fig. 4 Um quarto de uma bobina, com
secao transversal retangular.

VIll. RESULTADOS

Para ilustrar as formulac6es apresentadas
anteriormente dois exemplos numéricos sao apre-
sentados. No primeiro exemplo a estrutura mag-
nética a ser simulada é o contator apresentado
na Fig. 5.

PR N

% H
Hood bt q
“i}e MEEDE g
\ v

BE coordenada: em nubmelros

-

Fig. 5 Metade da estrutura de um contator

O célculo analitico da forca no entreferro é
realizado através do tensor de Maxwell. A Tabela
2 apresenta o resultado obtido pelo programa

FEET desenvolvido utilizando elementos de aresta
e o valor analitico da forca no entreferro. A den-

sidade de corrente adotada na simulagao é de
7.3 Al/mm?2

Tabela 2
Resultados para o contator
Analitico EEET
Forga (N) 11,90 11,50

No segundo exemplo um anel condutor é
inserido nos dentes do entreferro do contator
apresentado na Fig. 5. O sinal de entrada na bobi-
na é apresentado na Fig. 6. A Fig 7 apresenta a
curva dos modulos das densidades de correntes
induzidas calculadas no ponto (18,25mm,
12,15mm, 14,3mm) no anel condutor. O tem-
po total de simulacdo foi de 0,Is e o passo de
calculo de 0,01s. Este tipo de simulacgao é dificil-
mente feito por um método analitico.

J(AJnm;‘!)

O e
0.00 0.02 004 006 008 0.10
T(s)

Fig. 7 Correntes induzidas no anel condutor

A Fig. 8 apresenta a distribuicao dos vetores
densidade de correntes induzidas no anel condu-
tor.

.
| |
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)
Densidade de corrente |1— .1‘..- %
|
}

induzida no anel condutor
Densidade de corrente :\ > } J '

inposta na hohina l

Fig. 8 Densidade de corrente induzida
no anel condutor.



As malhas utilizadas nos exemplos apresen-
tados neste trabalho foram obtidas através da
subdivisao de elementos hexaédricos em tetraé-
dricos. Cada hexaedro é subdividido em cinco
tetraedros.

IX. CONCLUSAO

Foram apresentados neste artigo os concei-
tos basicos relativos a formulagao matematica de
problemas estaticos e quase estaticos pelo méto-
do de elementos finitos utilizando elementos de
aresta tetraédricos.

A utilizagao dos elementos de aresta tetraé-
dricos na solucao do problema em estudo apre-
senta algumas vantagens como: formulagao sem
calibre, alocacao de memoéria relativamente eco-
némica, facil aplicacdo das condigdes de frontei-
ra, formulacdo unica em todo dominio de estu-
do, dominio de estudo sem cortes, etc.

Apresentou-se também neste artigo um con-
ceito de direcionamento das arestas na malha de
elementos finitos. A utilizacao deste conceito as-
segura a continuidade tangencial do potencial ve-
tor magnético.

Os resultados obtidos através dos exemplos
numéricos apresentados demonstram a eficién-
cia do sistema computacional desenvolvido.
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