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RESUMO

Tomando-se por base o pressuposto estrutural
de que as discussdes acerca da Matematica nao
podem mais limitar-se aos elementos que a constituem,
pois que sua caracteristica relevante, hodiernamente, é
nao tanto seu conteudo quanto sua forma; no presente
compéndio, assentam-se consideracoes sobre a
qualificacdo da Algebra da Légica a qual permeia a Légica
de Classes (batizada de Algebra Booleana) e a Ldogica
Sentencial (difundida como a Algebra das Relacdes
Binarias); para, ulteriormente, considerar a aplicacao da
Légica Matematica na sistematizacao da Logica Digital.

A investigacao, pode-se assim qualifica-la, conduzida
no presente compéndio sobre a aplicagcdo da Logica
Matematica a Ldégica Digital, partindo-se da Algebra de
Boole, demonstra, substituindo posicdes preconcebidas e
contrarias, particularizadamente, vialogicismo, um exemplo
de interconexdo da Matematica com outras Ciéncias.
Contudo, o estudo aqui apresentado nao pretende seruma
compilacao integral das possibilidades inerentes ao assunto
abordado e, nem tampouco, limita-se ao enfoque aqui
apresentado. Porquanto, o carater a posteriori da Mate-
matica, sua aplicacao aos problemas do mundo real, nao
poderia ser completamente abordado em quaisquer de
suas dimensodes, na limitacao deste espaco, uma vez que
otema em especifico atacado, abem daverdade, encontrar-
se-a, na melhor das reflexdes, em pleno desenvolvimento.
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Para se derivar o referencial
conceitual da Légica Matematica a de-
nominada Ldgica Digital, instituindo uma
peculiar interpretacdo (ou aplicagcdo es-
pecifica, como se queira) da primeira ao
mundo real; faz-se necessario tecer consi-
deracdes estruturais sobre a Matematica
Abstrata, denominada Algebra da Légica
ou Algebra Booleana, a qual constitui, por
exceléncia, a primeira sistematizacdo do
que hoje é aceito universalmente como
Légica Matematica.

Na estruturagdo da Algebra de
Boole toma-se que todas as operacdes da
linguagem, comoinstrumento do raciocinio,
podem serrealizadas através de um sistema
de simbolos estruturados a partirdo modelo
matematico. Neste sentido, a Légica da
Algebra é um sistema algébrico (ou seja,
corresponde a um conjunto ndo vazio de
elementos, munido de um ou mais
operadores bindrios sobre ele definidos.
Assim, por exemplo, (A, *, #) indica uma
Algebra com dois operadores * e # sobre 0
conjunto A) onde os elementos, operagdes
e relagdes entre os elementos sdo regidos
por regras semanticas e sintaticas de uma
linguagem formal, de uma metalinguagem,
tal qual se processa na Matematica.

Um elemento na Algebra de Boole
nao constitui um ente isolado (neces-
sariamente) mas sim uma classe de
entidades que formalmente sdo designadas
pelas letras latinas mindsculas X, y, z,...
(classes estas que podem ser constituidas
de numeros, de pensamentos, ou de
quaisquer outras entidades; isto é, uma
classe encerra uma multiplicidade de entes
quersejam de naturezaldgica, matematica,
fisica, humana, ou outras). Dentre tais
classes se faz necessario, para manter o
padriao formal, evidenciar as chamadas
classes universal (classe de que tudo é
membro) e nula (classe de que nada é
membro). Assim, desejando-se conservar,
o maximo possivel, o formalismo algébrico,
atribua-se ao simbolo 1 a especificacdo da
classe universal e utilize-se o simbolo 0
para a classe nula.

Quanto as classes no sistema em
questdo, éimportante ressaltar, deve existir
uma funcédo entre os entes que as
constituem. Uma classe, desta maneira, é
constituida por todos os termos que
verificam uma determinada fungéo. Por

L1. LEIS DO FECHAMENTO:
la. V X,y e B,(x+y) ¢ B

L2. LEIS COMUTATIVAS:
2a. V X,y € B,(x+y)=(y+Xx)

outrolado, observe-se que umafuncaodiz-
se fungéo proposicional quando os termos
que lhe correspondem s&o indeterminados.
Estabelece-se que cada funcdo proposi-
cional determina uma classe, enquanto que
duas fungbes formalmente equivalentes
haverdo de determinar a mesma classe.
Reciprocamente, tem-se que duas funcdes
gue venham determinar a mesma classe
sao formalmente equivalentes.

Utilizados para gerarnovas classes
a partir de classes precedentes, tem-se
definido duas operagdes binarias: a soma
ou adicéo logica e o produto légico. Em
primeirolugar, estabeleca-se que o simbolo
+ (Soma ou Adigdo Ldgica) entre duas
letras ou simbolos de classes (porexemplo,
X + YY) indica a uniao destas duas classes;
quer seja, a classe x + y corresponde ao
conjunto formado de todos os elementos
de x ou de y, ou de ambos (o que, sob o
ponto de vista da Ldgica Matematica,
corresponderia a pensar na Disjungéo
Inclusiva de duas fungdes proposicionais;
isto é: p(x) v q(x), que selé: p de xou q
de x ). Ja o simbolo (Produto Ldgico) entre
duas classes (x - y, por exemplo), vem
indicar a intersegcdo de tais classes,
afirmando que x - y indica a classe dos
elementos que pertencem a classe x e a
classe y simultaneamente (o que,
correlativamente, em Logica Matematica,
qgualifica a Conjuncao entre funcdes
proposicionais; isto é: p(x) A q(x) que se |é:
pdexeqdex).

Para se comparar as classes
originarias com outras delas derivadas
pelas operacdes basilares de + e, tem-se
instituido a relacéo de identidade, a qual
é denotada pelo simbolo = ; que se Ié:
igual a. Assim, ao se tomar o simbolo =
entre os simbolos que designam duas
classes quaisquer (x e y, por exemplo) esta
aindicar-se que as classes tém os mesmos
membros; 0 que passa a ser denotado por:
X=Y.

Das consideragdes acima apre-
sentadas, resulta dizer que uma Algebra
de Boole (B, +, ) é um conjunto B de
elementos X, y, z,... € de duas operacdes
binarias, denominadas Soma Légica (+) e
Produto Ldgico (.), tais que as seguintes
leis fundamentais se conservam validas;
quais sejam:

1b. V x,y e B, (x-y) ¢ B

2by=Y X,y € B, (X-y):(y'X)
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L3. LEIS ASSOCIATIVAS:

3a. V x,¥,Zz € B, ((x+y)+2z)=(x+(y+2z))
3b. V X,Y,2 GB! ( ( X°y)'2)=(X'(y'Z))

L4. LEI DISTRIBUTIVA:

4a. V x,¥,2 € B, (x-(y+2))=((x-y)+(x-2))

Observe que as leis acima sdo as
mesmas da Algebra Ordinaria. Contudo,
saliente-se uma vez mais que os elementos
X,Y,2, ...referem-se aclasses de elementos.
Além do mais, os conjuntos (na Teoria dos
Conjuntos) e as proposi¢cdes (na Légica
Sentencial) sdo exemplos notérios de
Algebras Booleanas; tanto que, a um
determinado nivel de particularizagéo,
poder-se-ia adotar os simbolos v e A (da
Ldgica Sentencial) e os simbolos ne U
(da Teoria dos Conjuntos) para designar,
respectivamente, as operagdes booleanas
. € +, com as devidas adequacoes.

L5. LEIS DA IDEMPOTENCIA:
SaisVaXx  erBEaXiEt X=X

A despeito das propriedades até
aqui apresentadas, ha de se salientar que
se x - y = 0, tal fato ndo assegura
definitivamente que x ou y devem ser 0;
uma vez que se as citadas classes nao
possuem elementos em comum, a inter-
secdo das mesmas conduzird a classe

L4'. LEI DISTRIBUTIVA:

Mas, uma Algebra de Boole difere,
essencialmente, da Algebra Ordinéria;
sendo considere: Se x denota uma classe,
a intersecdo dessa classe com ela prépria
havera, obviamente, de gerar a mesma
classe x; ou seja: tem-se que X . X = X; 0
que pode ser generalizado para X.X.X. ...
X = x"=x , tornando a Algebra da Ldgica
especial emrelacdo a Algebra Ordinaria. E,
partindo-se do mesmo universo conceitual,
tem-se que X + X = X, como também, X +
X+X+...+ X=X, umavez que asomaldgica
denota a unido entre classes; o que vem
caracterizar as denominadas:

5b. VxeB, x+Xx=Xx

nula 0 ; o que, evidentemente, ndo ocorre
em uma Algebra Ordinaria. Por outro lado,
em uma Algebra Booleanase z-x=z-y,
onde a classe z sendo distinta do conjunto
vazio, ndo conduz a expressdo X =Y.
Também, na Algebra de Boole, e ndo na
Algebra Ordinaria, é valida a seguinte
propriedade, qual seja:

4b. V X, y,2 € B, (x+(y-2)) =(x+y)-(x+2).

As Algebras Booleanas (B, +, -)
consideradas neste estudo correspondem
as Algebras de Boole ndo-degeneradas;
isto é, aclasse universal é distintada classe
nula (0 #1). Neste sentido, postulam-se a

L6. ELEMENTOS NEUTROS:

6a. Vx B,3'0 e B/(x+0) =

6b. V x B,3'1 e B/(x -1) = (1
L7. ELEMENTOS ABSORVENTES:

7a. VxeB,31 0B/ (x-0) =

7b. VxeB, 1B/ (x+1) = (1

Ressalte-se, porém, que asclasses
0 e 1 sdo denominadas, respectivamente,
de Identidade Aditiva (6a) e ldentidade
Multiplicativa (6b).

Para que uma Algebra Booleana
(B, +, .) seja completamente instituida, é
necessario, ainda, apresentar as denomi-

(0- x) =
+X)=1.

existéncia dos denominados Elementos
Neutro e Absorvente tanto na Soma Légica
quanto no Produto Légico, os quais sdo
assim qualificados:

) =0

nadas leis do Complemento. Seja, portanto,
a classe de elementos x. A classe
complementar da classe x & aquela cons-
tituida de todos os elementos que nao
pertencem a classe x; a qual & denotada
por x (que se |é: classe complementar da
classe x), sendo tal que:



L8. LEIS DO COMPLEMENTO:

8a. Vxe B, X B/I(x+X)=(X+x)=1
8b. V xe B, 3! X B/(x-X)=(x"-x)=0.

Como x +y vem indicar, em ultima
andlise, a representagéo da unido ou da
Soma Ldgica (em um sentido inclusivo) das
classes x e y, deformaque umatal classe
contenhaaclasse x -y, tem-se, do ponto de
vista formal, consideraveis vantagens:
sendo que uma delas é estabelecer todo o
céalculo de acordo com o Principio da
Dualidade para a uniao e paraaintersecao.

Por definicdo, o dual de qualquer
proposicdo em uma Algebra Booleana
(B,+, . ) é a proposicdo que é derivada da
primeira, trocando-se + e . e seus elemen-
tosidentidade 1 e 0, na proposicao original.
Assim, por exemplo, o dual da proposi¢cao
(0.x)+(y.1) =y serd aproposicao (1 + x)
. (y + 0) = y. Dessa forma, o dual de cada
axioma de uma Algebra Booleana é também
um axioma, bem como, o dual de qualquer
teorema em uma Algebra Booleana é
também um teorema; o que vem conservar
o Principio da Dualidade.

O Principio da Dualidade, saliente-

L9. LEIS DE DE MORGAN:

9a. V X,y € B, X,y e B/(x:y) =
9. V X,y € B, X,y € B/(x+y) =

Tal qual em Algebra Ordinaria, no
sistema em anadlise tem-se qualificada a
Subtragdo; ou mais precisamente, a
Subtracgdo Ldgica. Isto é, tem-se a classe x
-y a qual é constituida dos elementos da
classe x, retirados os elementos da classe
y. Assim, por exemplo, se x é a classe dos
estudantes e y é a classe dos estudantes
brasileiros, x - y é a classe dos estudantes
nao brasileiros.

Formalmente, tem-se que 1 - X
corresponde a classe formada por todos
os elementos do universo (1 é a classe
universal) que ndo fazem parte da classe x.
Porquanto, de x - x = X, subtraindo cada
membro de X, resulta que x - (X - X ) =x-X
ex-(1-x)=0.Mas, 1-xéa classe
dos ndo x, ou seja, é a classe (comple-

se, em outras palavras, vem afirmar que
todo resultado dedutivel dos axiomas de
uma Algebra de Boole permanece valido
se 0 mesmo é trocado + por - e 0 por 1,
e vice-versa. Assim, se determinada
proposicdo é uma conseqliéncia dos
axiomas de uma Algebra Booleana, o dual
é, também, uma conseqliéncia dos
mesmos axiomas; uma vez que a
proposicdo dual permite ser provada
tomando-se o dual de cada parte da
demonstragéo da proposic¢éo original.

Muito embora o resumo acima nao
considere todas as possiveis propriedades
de uma Algebra de Boole, poder-se-ia,
através das mesmas, facilmente, deduzir-
se as demais segundo a exigéncia da
analise que se venha proceder. Contudo,
dada a importancia e a frequéncia de
utilizacdo das Leis de De Morgan em
diversas demonstracdes, apresenta-se,
portanto, as mencionadas leis; quais
sejam:

mentar) x’ . Nestas condi¢cbes, uma vez
que nenhum objeto pode ter duas
propriedades contraditérias, vem que
x-(1-x)=x-xX=0.

O conjunto de informagdes acima
estabelecido vem, de forma compendiada,
ressalte-se uma vez mais, sistematizar a
Algebra de Boole. Entretanto, maiores
detalhes sobre o assunto em pauta nao
poderiam ser apresentados neste estudo;
pois que objetivou-se tdo-somente levantar
consideragdes necessarias para se instituir
a base da Ldgica Digital ou Ldégica de
Interruptores. Contudo, para ilustrar os
procedimentos de calculo em uma Algebra
de Boole, admita-se que seja necessario
determinar a forma mais simplificada da
sentencga a seguir considerada; qual seja:

((x+y).(y'+x))+((((X+Y)-

(x' - y) +X)' +x) + (¥ + X))

Assim, utilizando-se o conjunto de
propriedades anteriormente apresentadas,

tem-se, naturalmente, que:
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((x+Y) . (y+2))+((((X+y) (XY )+X)+X )+ (X + (Y +x)))) =
= [ y+Xx=Xx+Yy, por2a ]

=(((x+y). (x+y))+((((X +y)

=(((x+y). (x+y))+((((X +y)

(X4Y)+X)P+X )+ (X +(y' +X))))

(Y )EX X )+ (X + (Y +X)))) =

= [ x.y=(x+y), por9a ]

=[(x+y).(X+y)=x+(y.y), pordb ]

(Cx+(y- Y +((((X+Y) - (X+Y)+X) +X )+ (C+ (Y +X))))

w [ (X+Yy).(x+y)=z.z=0, por8b ]

=[y.y=0, por8b ]

Gaxcwsod i’ ) ) =
= [ X+ X=X, por5a ]

= 1
1, por8a ]

(x + x')
w» [ X+X=

Observe que pelo resultado obtido,
1, a equacdo booleana em questdo é um

- exemplo de Tautologia (expressédo que

independente dos estados I6gicos 1 ou 0
das classes x ey apresenta sempre como
resultado o estado légico 1).

Isso posto, ressalte-se, em com-
plementacédo, que, apesar da multiplici-
dade de classes com as quais se pode
trabalhar em uma Algebra de Boole, o Sis-
tema de Boole doravante utilizado sera
considerado como sendo uma Algebra a
dois valores; ou seja, tomar-se-a o sistema
em questdo como sendo correspondente a
um calculo de classes supondo que qualquer
classe é coextensa ou com a classe univer-
sal (1) ou com a classe nula (0); sendo que,
por tal restricdo, advém o principio: dada a
Algebra de Boole (B, +, -), V x € B, ou
X =1 ou x = 0; onde tais valores sao
mutuamente excludentes. Neste sentido,
as equagbes x = 1 e x = 0 passam a
compor, necessariamente, respectiva-
mente, as assertivas x é verdadeiro e
x é falso (conforme consagrado em
Légicas Bivalentes).

Da restricao acima estabelecida,
resulta afirmar, sem prejuizo da forma, que
as estruturas de uma Algebra Booleana a
dois valores podem ser correlacionadas
comasdo Calculo Proposicional (em Légica
Matematica); ou seja, pode-se aplicar, por

((x+(y .y + (((0+x)+X) + (X +(y + x)))) =

= [ (y+x)=y.x por9b ]

((x+0)+ (((0+x) +X)+(X+(y.x))))s=
= [ x+0=0+x=x, por6a ]

((x)+(((x)y+x)+(X+(y.x))))s=

= [ X+ (y.x)=Xx, pelalei da absorcéo ]

(x#o(ofiaxt gaxie) seifxe) ) )=
= [ X+ X=X, porba ]

estritaanalogia, as operac¢des fundamentais
do Calculo dos Enunciados aos elementos
de um tal sistema.

No Calculo Sentencial (em Légica
Matemaética), diga-se, tem-se a partir das
proposi¢des simples bivalentes p e q
(regidas pelos Principios da ldentidade,
Nao-Contradicdo e Terceiro Excluido)
estruturado seis classes fundamentais de
formulas proposicionais; quais sejam:
Negacéo (~p, ~q), Conjuncéo (p A q),
Disjungéo Inclusiva (p v q), Disjuncéo
Exclusiva (p v q), Condicional (p — q) e
Bicondicional (p <> q). Cada uma das
proposicdes simples p e q apresentam
tdo-somente dois valores Idgicos, a Verdade
(V) ou a Falsidade (F), que se excluem
mutuamente.

Assim, o valorlégico da proposicao
p ( V(p) ) podera ser a Verdade (V) ou a
Falsidade (F) e ndo ambos; isto é V(p) =V
ou exclusivamente V(p) = F. Dada a
bivaléncia sentencial tem-se, também, que
cada uma das férmulas proposicionais
apresentara um unico valor l6gico Verdade
(V) ou exclusivamente Falsidade (F).
Tomando-se, em consequéncia, os
possiveis arranjos de valores l6gicos das
proposigdes p e q (quatro arranjos binarios
de valores V e F), tem-se os seguintes
resultados, quais sejam:



P | a |~ | ~q pvq|pvq|p—-dlpoq
v | v | F F F | v | v
v | F | F v N
F | v | v F v
- posit] adypball y F F | v
F2 F3 F4 F5
TABELA 1

Maiores informacdes sobre o
Calculo Proposicional, (informe-se), pode-
rao ser obtidas através da Tecnologia &
Humanismo de numero 11, onde no artigo
Légica Matematica - Um sistema cientifico
de raciocinio sao estabelecidas consi-
deracdes mais detalhadas sobre a
estruturagéo do Caélculo em questao.

Da analise sobre a Algebra
Booleana anterior, observou-se que o refe-
rido sistema baseia-se, fundamentalmente,
em trés operacbes entre classes, quais
sejam: (Complementagéo), - (Multiplicagéo
Légica) e + (Adigao Logica).

A Complementagao tem a fungéo
I6gica de Contradicdo ao nivel bivalente.
Isto significa dizer que se, por exemplo, a
classe x corresponde a classe universal 1,
a classe complementar x correspondera a
classe nula 0. Mas, em Légica Matematica,

a Contradicao de uma proposicéo p é a
proposicao ~p. E, portanto, se o valor
l6gico do enunciado p é a Verdade (V)
(isto é: V(p) = V), entao o valor Iégico do
enunciado ~p sera a Falsidade (F) (isto é:
V(~p) = F) e vice-versa.

O Produto Logico e a Soma Ldgica,
como ja mencionado, correspondem,
respectivamente, a Conjuncao (A) e a
Disjuncao Inclusiva (v) de proposi¢des do
Célculo dos Enunciados. Como as classes
x e y em uma Algebra Booleana a dois
valores corresponderao, exclusivamente,
aum dos valores 1 ou 0, entdo é possivel a
partirdatabela 01 e da correlacéo existente
entre as operacdes da Algebra de Boole e
da Légica Matematica estabelecer a
seguinte tabela de resultados para as
Operagdes Booleanas, qual seja:

X y x' y' X.y | X+y
1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0
F6 F7
TABELA 2

No Calculo Sentencial tem-se
estabelecido que qualquer férmula pro-
posicional pode ser levada a uma forma
logicamente equivalente constituida
guando muito dos operadores légicos
Negacéo, Conjuncao e Disjungéo Inclusiva;
sendo que tais formas dizem-se Formas
Normais. Tomando-se, assim, as relagdes
de equivaléncia logica (simbolizadas
por <) pode-se escrever a Condicional, a
Bicondicional e a Disjungéo Exclusiva em
funcdo apenas dos trés primeiros
operadores légicos; isto é, tem-se que:
p—>qe ~pvq; (peodq) < (~pva)
A(~qvp) e pyvq o ~(p<q) &
PAr~q)v(ga~p).

Das equivaléncias referenciadas,
pode-se afirmar, sem abuso de linguagem,
que o Calculo Proposicional (em Ldgica

Matematica) é estruturado a partir de
apenas trés operacOes basilares: Nega-
cao, Conjuncdo e Disjuncdo Inclusiva
(sendo a Algebra Booleana, por extenséo,
constituida, a rigor, de apenas trés
operagdes correspondentes: Comple-
mentacgao, Produto Légico e Soma Ldgica).

Dessa forma, por analogia, pode-
se estabelecer que as formulas pro-
posicionais F3, F4 e F5 do Calculo Sen-
tecial corresponderiam, respectivamente,
as equacdes booleanas estruturadas
por: (x-y') + (y-x); X +y e
(X+y) - (V+x).

Saliente-se que a Algebra da Logi-
ca, além de corresponder ao fundamento
matematico da andlise, da origem, como
salientado inicialmente, & denominada
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“Logica Digital”, a qual constitui o projeto
dos circuitos de interruptores ou circuitos
de comutac&o que compdem os sistemas
digitais (ou ainda, aos problemas de
construgdo e andlise de redes elétricas);
sendo tal sistema denominado Algebra
dosInterruptoresou Algebra de Comutacao.
A estruturacao do sistema em pauta advém
da existéncia de importantes analogias
existentes entre o Célculo Légico (ao nivel
da Légica Matemética ou da Algebra
Booleana) e as Redes Elétricas; as quais
na seqléncia passam a ser analisadas.

Como acima estabelecido, existe
uma relagdo entre a Légica Matematica e a
Algebra Booleana. A partir desta fase do
estudo passar-se-4 a estabelecer uma
relagdo entre a Algebra de Boole e as
Redes Elétricas; o que, por transitividade,
conduzird a uma relagdo, ou a bem da
verdade, a uma aplicacdo da Ldgica das
Proposigdes Bivalentes a Ldgica Digital.

As equacdes booleanas, conforme
sistematizado anteriormente, caracterizam-
se por possuirem um dos valores 1 ou 0,
(que correspondem, em Légica Matematica,
aos valores ldgicos Verdade (V) ou
Falsidade (F) ) e, por sua vez, as Redes
Elétricas tém a caracteristica de passagem
ou ndo de corrente elétrica por elas. Os
resultados das equagdes booleanas
dependem das operacdes realizadas entre
os valores das respectivas classes com as
quais opera. As Redes Elétricas sao
conexdes de contatos (ou comutadores)
cujo estado aceso ou apagado vem
caracterizar a passagem de corrente
elétrica; sendo, portanto, também, um
sistemabivalente. Destaforma, obviamente,
pode-se sistematizar o estudo de maquinas
elétricas estabelecendo-se a correlagao
entre os impulsos elétricos e os “valores
I6gicos”.

As formas de interconexdo de uma
ou mais equagdes booleanas reduzem-se
ao Produto Légico e a Soma Légica. Ja os
modos de interconexao dos contatos em
Redes Elétricas reduzem-se a disposicdo
em série e em paralelo. Saliente-se que um
contato (ou comutador), qualquer que seja
a forma tecnolégica de sua construgédo
e a matéria que é constituido, é caracte-

S1

L

=

Estado Ldgico 1

FIGURA 01

rizado por possuir dois estados: aceso -
permite pas-sagem de corrente elétrica;
apagado - ndo permite a passagem de
corrente elétrica; sendo que ao primeiro
associa-se o0 estado légico 1 e ao
segundo o estado logico 0.

Pode-se dizer, portanto, sem pre-
juizo da técnica, que existem dois “estados
l6gicos” quando se analisam Redes
Elétricas (de forma andloga a Algebra da
Ldgica); quais sejam: o estado légico 1 e o
estado légico 0. Fisica-mente, entretanto,
tais estados estdo asso-ciados a posicao
de um interruptor ligado a um ponto de um
dado circuito elétrico. Ou seja, o estado
l6gico 1 passa a indicar o correspondente
ao interruptor fechado; isto é, quando o
interruptor encontra-se fechado o mesmo
permite que a corrente flua através do
ponto onde este se encontra. Por outro
lado, o estado l6gico 0 relaciona-se ao -
interruptor aberto e, conseqlientemente,
nenhuma corrente pode passar pelo
ponto considerado. Assim, por esta
analogia, relativamente simples, atinge-se
extraordinarios recursos técnicos para a
avaliacdo instrumental neste campo do
conhecimento.

Paraefeito deilustracéo, considere
aseguirafigura01onde estarepresentado,
esquematizadamente, o mais simples dos
circuitos elétricos, o qual é composto de um
unico contato S1 (poder-se-ia supor, por
exemplo, que acorrente elétrica proveniente
de uma determinada fonte A entre pela
esquerda da linha e se dirija para a direita
passando por uma lampada L, a qual se
acendera ou ndo conforme a situagdo
(ligado ou desligado) do contato (chave
S1).

Obviamente, quando o contato
(interruptor ou chave) esta ligado (figura
02), em condigao de circulacdo de corrente
elétrica, L se acende e, por outro lado,
quando o interruptor esta desligado (figura
01), impedindo a circulagdo de corrente
elétrica, L permanece apagada. Assim,
pelas analogias estabelecidas, tem-se
que o estado légico 1 pode ser atribuido
quando L esta acesa e o estado légico 0
guando L estd apagada. Isto &, tem-se que:

S1

L

——@

Estado Légico 0

FIGURA 02



Assim, as funcdes booleanas
descritas, inicialmente, sob a forma algé-
brica, podem ser associadas, fisicamente,
aos diversos circuitos elétricos. Nesta
introducdo, ressalte-se, serdo apresen-
tadas unicamente consideragbes sobre a
associagdo das equacdes booleanas aos
circuitos basicos denominados AND, OR,

NO, NAND e NOR.

Partindo-se, pois, da correlacdo
inicial (condugdo de corrente associada
aos estados I6gicos), considere um circuito
constituido de dois interruptores S1 e S2
ligados em série (figura 03); isto é, tal que
exista um unico caminho para a corrente
percorrer através de S1 e S2.

S1

s2 L

FIGURA 03

Analisando o esquema da figura
03, observa-se que L somente se acendera
guando os dois contatos, S1e S2, estiverem
ligados. Mas, se L estiver acesa, havera
conducdo plena de corrente elétrica,
gerando o estado Idgico 1. Contudo, se ao
menos um dos contatos estiver desligado,
L permanecera apagada, o que conduz ao
estado ldgico 0. Tais consequéncias vém,
assim, corroborar os resultados de F6 (na
tabela 02) onde as classes algébricas x ey
passam a corresponder aos estados de
ligado e desligado dos contatos S1 e S2,
respectivamente. Os circuitos elétricos com
as caracteristicas estruturais do acima
descrito passam a denominar-se Circuitos
AND e a respectiva andlise processa-se

conforme F8 na tabela 03. Em termos do
Célculo Proposicional, observe-se, também,
que os Circuitos AND correspondem a
Conjuncgéo Logica de proposicdes; ja que
os estados logicos V e F da Lodgica
Matematica correlacionam-se com o0s
estados booleanos 1 e 0. Portanto, o Circuito
AND esté associado a fungéo booleana:

X = S1 o S2

Admita-se, em seguida, que 0s
interruptores S1 e S2 estejam ligados em
paralelo; isto €, que a corrente tenha dois
caminhos a seguir (conforme é ilustrado na
figura 04).

S1

S2

FIGURA 04

No circuito acima (figura 04), se ao
menos um dos contatos estiver ligado L
se acendera, uma vez que a corrente elé-
trica pode fluir. Contudo, se ambos os
interruptores estiverem desligados L
permanecera apagada; porquanto ndo é
possivel a passagem de corrente. Das
analogias ja consideradas, tem-se que 0
circuito em questéo pode ser estudado,
algebricamente, através da Soma Ldgica ,
dado que para os estados légicos 1 e 0 os
resultados possiveis correspondem aos
apresentados por F7 na tabela 02; sendo,

também, correspondente aos de F2 na
tabela 01, ou seja, a Disjuncdo Inclusiva
em Légica Matematica.

Os Circuitos, ou Redes Elétricas
saliente-se, que se comportam conforme o
acima citado recebem a denominacao de
Circuitos OR; cujos resultados séo
correlatos aos apresentados por F9 na
tabela 03 e formalizados conforme a
seguinte equacéo booleana, qual seja:

X = S1 + S2
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Tomando-se, em contraposicao,
um circuito elétrico que apresente fungéao
inversa daquele considerado nas figuras
01 ou 02, ter-se-4a o circuito Idgico analogo
asfungdes da Complementagao em Ldgica
Booleana (ou as fungdes da Negacao em
Logica Matematica). Um tal circuito é
denominado Circuito NO e sua fungao
booleana correspondente sera dada por:

O circuito NO deve inverter os
resultados légicos dos circuitos consi-
derados nas figuras 01 ou 02; isto &, deve
apresentar um dispositivo de inversdo dos
estados légicos 1 e 0. O que significa dizer
que quando L estiver acesa no primeiro,
estara apagada no segundo e vice-versa.

Assim, admitindo-se um dispo-
sitivo capaz de inverter os estados légicos
(doravante denominado Inversor) e as

X = S1 fontes A1 e A2, tem-se que o circuito
NO seria esquematizado conforme a
figura 05, ou seja:

S1 A2
L

INVERSOR

FIGURA 05

Deste modo, quando S1 esta ligado
(estadoldgico 1), tem-se que L encontra-se
apagada (estado Idgico 0), uma vez que se
cria um campo magnético que atraialamina
docircuitodalampada L através doInversor.
Ja, quando S1 esta desligado (estado légico
0), L permanece acesa (estado légico 1),
tendo em vista estar o circuito fechado.
Opera-se, destaforma, ainversao do estado
I6gico entre S1 e L; o que da origemaFnna
tabela 03.

Das consideragoes acima, facil-
mente poder-se-ia concluir que circuitos
existem que correspondem a negacao
légica das funcdes booleanas que
formalizam algebricamente os circuitos AND

e OR. Tais circuitos denominam-se,
respectivamente, NAND e NOR; sendo,
pois, os inversores légicos dos Circuitos
AND e OR, correspondentemente.

Um Circuito NAND, do ja exposto,
correspondera aequacgao booleanadefinida
por:

X = (S1eS2)

Assim, para os contatos S1 e S2
tem-se que os possiveis resultados légicos
s80 os correspondentes a F10 na tabela 03
e um esquema gréafico do Circuito NAND
seria 0 apresentado a seguir na figura 06,
qual seja:

S1 S2

©

INVERSOR A2

FIGURA 06



Tomando-se as leis de De Morgan,
€ oportuno observar que a equacéo
booleana que vem definir o Circuito NAND
poderia ser enunciada da seguinte forma:

X = S1' + 82

Por sua vez, um Circuito NOR,
como corresponde a negacao légica do
Circuito OR, seria, algebricamente,
estruturado segundo a funcdo booleana
definida por:

X = (S1' + S2)

A qual, pelas leis de De Morgan,
encontraria uma fungdo booleana cuja
fungéo légica é equivalente a sentenca
dada por:

X = S1' « S2'

Em termos estruturais, a figura 07
apresenta uma esquematizac¢ao do Circuito
em referéncia; sendo que os possiveis
resultados ou valores I6gicos para o mesmo
encontram-se apresentados em F11 na
tabela 08.

S1

S2

- @

INVERSOR A2

FIGURA 07

Os dois dultimos circuitos,
evidentemente, encontram corresponden-
tes légicos na Algebra Proposicional, uma
vez que se apresentam, respectivamente,
comoaNegagaoda Conjungao e aNegagéo
da Disjuncao Inclusiva. Assim sendo, com-
pare os resultados légicos das férmulas
proposicionais ~(pAq)e ~(p v q), apli-
cando a negagao sobre F1 e F2 na tabela
01, com aqueles apresentados como F10 e
F11 na tabela 03.

Do exposto até este ponto resulta,
portanto, afirmar que toda expresséo
constituida da Soma Légica, Produto Légico
e Complementagédo pode representar
explicitamente, fisicamente, um circuito
elétrico constituido unicamente de conexdes
em série e em paralelo. Mas, como
quaisquer férmulas proposicionais da
Logica Matematica podem ser expressas
em termos da Conjuncéo, Disjungéo
Inclusiva e Negagao e, estas correspondem,
logicamente, ao Produto, 2 Soma e a

Complementagéo em Algebra Booleana;
existe um paralelismo entre Férmulas
Ldgicas, Expressdes Booleanas e Redes
Elétricas. Assim, toda Férmula pode
representaruma Rede Elétrica e vice-versa.
Devido, pois, a esta identidade estrutural
pode-se sujeitar quaisquer dos citados
sistemas a um mesmo calculo; ou seja,
devido a analogia estabelecida, todo teo-
rema da Algebra Proposicional (em Logica
Matematica) permanece valido quando se
estuda os mesmos em correlagdo com os
circuitos elétricos; sendo, arigor, possivel a
analise esintese de Redes Elétricas através
de puras manipulagdes algébricas (pelo
Calculo Proposicional) a partir da
formalizagcdo dos mesmos.

Em complementagcdo ao estudo
acima, considere, de forma resumida, a
seguinte tabela de resultados légicos para
os correspondentes tipos de circuitos
elétricos (ou Redes Elétricas), qual seja:
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St S2 st s2' | s1.S82 | S1+52 [(S1.S2)'|(S1 +S2)
1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1
NO NO AND OR NAND | NOR
TABELA 3

Muito embora S1 e S2 tenham
sido considerados como conectores (ou
interruptores, ou contatos unitarios),
ressalte-se que os mesmos poderiam
representar outros circuitos elétricos e o
estudo seria processado de forma analoga.
Porquanto, o ponto de relevancia na
andlise a ser realizada é a observacao
dos estados légicos 1 ou 0, como ja
convencionado.

Por outro lado, em termos gerais,
poder-se-ia resumir a sistematizagao

adotada através da tabela 04, a qual
apresenta as analogias possiveis entre
Enunciados do Calculo Proposicional
(em Logica Matemadtica), Equagdes da
Algebra Booleana e a Andlise de Circuitos
(ou Redes Elétricas).

Para tanto, sejam os elementos A
e B correspondentes a formalizagdo de
entidades quaisquer (por exemplo: pro-
posicbes, fungbes enunciativas, classes,
circuitos elétricos, ou outras). Assim, tem-
se estruturado que

TECNOLOGIA & HUMANISMO

Simbolo em Algebra
Booleana

Interpretacéo em Logica
Matematica

Interpretacéo em Circuitos
Elétricos

1

o Enunciado de Valor Ldgico
Verdade (V).

o Circuito em condigcdes de passa-
gem de corrente elétrica.

° Enunciado de Valor Ldgico
Falsidade (F).

o Circuito em condigbes de néo
passagem de corrente elétrica.

» Conjungéo Légica de A e B; isto &,
enunciado que apresenta Valor
Légico igual & Verdade (V) somente
se ambos 0s enunciados corres-

. ponderem a Verdade (V).

o Conexdo em série dos circuitos
AeB.

A+ B

* Disjungdo Ldgica de A e B; isto &,
enunciado que apresenta Valor
Ldgico igual & Verdade (V) se pelo
menos um dos enunciados corres-
ponder & Verdade (V).

o Conexdo em paralelo dos circuitos
AeB.

» Negagdo Ldgica do enunciado A;
isto é, oposicdo de estados I6gicos.

o Circuito que funciona de forma
inversa do circuito A.

e Enunciados logicamente equiva-
lentes.

o Circuitos que se acendem e apagam
simultaneamente.

TABELA 4

O método aqui apresentado traz
significativas vantagens quanto a ma-
nipulacdo de Redes Elétricas; umavez que
é muito mais comodo e menos dificil ma-
nipular uma Férmula que uma Rede Elé-
trica. Além do mais, pode-se simplificar
facilmente uma férmula que represente
uma Rede Elétrica, através das leis Alge-
bra Proposicional em Légica Matematica.

Cabe salientar, também, que a
férmula simplificada correspondera a

uma Rede Elétrica mais simples a qual
cumprird as mesmas fungdes com um
custo significativamente inferior. Além do
mais, problemas correlacionados & configu-
racdo e planejamento de Redes Elétricas
se resolvem muito mais facilmente com o
suporte fornecido pela Légica Matematica.

Neste sentido, atitulodeilustragao,
considere a esquematizacdo de um circuito
tal qual o apresentado na figura 08, a
saber:
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Malha 01

FIGURA 08

Da andlise da estrutura acima,
pelas convengdes adotadas, resulta a
seguinte equacdo booleana,onde A,B e C

sé@o interruptores (ou outros circuitos)
quaisquer e A, B e C os correspondentes
circuitos inversos, qual seja:

A+((C+(A.B)).((C'.A)+B))+(C'.A".B)).B.((A.B+A).B)+((B+B'.A)+B))+B.C

Ao deparar-se com a equacgao
acima, a qual permite a andlise funcional
dos interruptores no circuito da figura 08,
deve-se primeiramente, segundo as leis da
Légica Matematica, proceder a respectiva
simplificagdo do mesmo; uma vez que pelo
Principio da Unicidade toda expressdo
l6gica pode ser simplificada através de
equivaléncias I6gicas, levando a expres-
s&o em estudo a uma férmula equivalente
contendo, tdo-somente, uma vez cada
elemento componente.

Como se trata, porém, de uma
equacao booleana tomar-se-a sucessivas

(E1)

identidades (propriedades das operagdes
booleanas entre classes apresentadas no
inicio deste trabalho) para simplificar a
equacdo E1 acima considerada.

Para facilitar a compreenséao
quanto a simplificagao da citada equaco,
primeiramente proceder-se-a a simpli-
ficagdo das malhas 01 e 02 indicadas na
figura 08, para posteriormente apresentara
simplificagéo final. Assim, tem-se na figura
09 a malha 01 do circuito representado na
figura 08; a qual, naturalmente, tem por
equagéo booleana a expresséo:

((C+(A.B)).((C'.A) +BY)) +(C'.A".B)

(E2)

Desta forma, simplificando E2, vem que:
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(((C+ (A.B)).((C.A)+B) )+(C.A.B) =
w [ (C+ (A.B)).((C.A) +B)=(C+AB).CA+(C+A.B).B, por4a]

= (C+A.B).C.A+(C+A.B).B+C.A.B =
w [ (C+A.B).CA=C.CA+AB.CA, por4a]

C.C.A+A.B.C.A+(C+A.B).B+C.A.B =
= [ (C+A.B).B=C.B + A.B.B, por4a]

= C.C.A+A.B.C.A+C.B+A.B.B+C.A.B =
= [C.C=0,por8a] = [B.B=0, por8a]

0.A+A.B.C.A+C.B+A.0+C.A.B =
= [AB.CA=AAB.C,por2b]

= 0.A+A.A.B.C+C.B+A.0+C.A.B =
= [0.A=0, por7a] = [A0=0,por7a]

]

0+A.A.B.C+C.B+0+C.A.B =
w [AA=0,por8A;e 0.B.C=0,por7a]

= 0+0+C.B+0+C.A.B =
w[0+0+ CB+0+C.AB=C.B+C.AB, por6a]

C.B+C.A.B =
= [C.B+C.AB=(C+C.A).B, porda]

= (C+C.A).B-=
w[C+C.A=(C+C).(C+A),pordb]

((C+C).(C+A)). B = (1.(C+A)).B =
w[1.(C+A)=C+A,por6b] w [C+C=1,por8a]

= (C+A).B

(E3);

equagio esta que corresponde a expressao mais simplificada possivel da equacdo E2.

FIGURA 09



Como a equagdo E2 pode ser
levada, por substituicido de identidades
sucessivas, a equagao E3, entéo o circuito
da figura 09 pode ser substituido pelo cir-
cuito ilustrado na figura 10; o qual vem
desempenhar as mesmas fungdes estru-

turais do original (isto é, corresponde a
um circuito logicamente equivalente ao
circuito em estudo - figura 09).

Assim, considere a seguir o res-
pectivo circuito equivalente, qual seja:

FIGURA 10

De forma analoga, a malha 02 indicada no circuito da figura 09, isto &, o circuito:

FIGURA 11

pode ser formalizado (estruturado algebricamente) pela equagéo booleana dada por:

B.(A.B+A).B+(B+B'.A).A+B))

(E4)

~ Equagéo esta que pode ser simplificada através das propriedades das operagdes
da Algebra Booleana da seguinte forma, qual seja:

B.((A.B+A).B+(B+B.A).A+B) =

= [ (A.B+A).B=A.B.B+AB,por4a]

=B.((A.B.B+A.B)+ (B+B.A).A+B) =
= [B.B=B, por 5a]
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B.((A.B+A.B) + (B+B.A).A+B) =

w [ =(B+B.A).A=B.A+B.A.A, porda]

=B.(A.B+A.B+B.A+B.A.A+B) =

= [AA=A, porba]

=B.(A.B+A.B+B.A+B.A +B) =
w[AB+AB=(A+A)B,porda]

=B.((A+A).B+B.A+B.A+B) =

w [BA+BA=(B+

B).A, por4a]

=B.((A+A).B+(B+B).A +B) =
=»[A+A=1, B+B=1,por8a]

=B.(1.B+1.A +B) =

=[1.B=B,

1A=

A, por 6b ]

=B.(B+A +B)-=
w»[B+A+B=(B+B)+A,por2a]

=B.((B+B)+A)=

= [B+B=1,por8a]

=B.(
-

=B. 1=

1+A)=
[1+A=

= [B.1=B,por6b]

1, por7b]

Conseqlientemente, a malha 02
(figura 11) do circuito em andlise reduz-se
ao circuito da figura 12, ou seja:

B

FIGURA 12

Observe, contudo, que uma tal
equacao, pelo Principio da Unicidade, ndo
se encontra na forma mais simplificada
possivel, dado que existe mais de uma

(E5).

Dessa forma, tem-se estabelecido
que o circuito original em estudo (figura 08),
enunciado pela equacao E1, pode ser
substituido, por simplificacéo, pelo circuito
formalizado pela equacdo E6, a qual é
estruturada da seguinte forma:

A+((C+A).B).B+B.C

(E6)

entidade repetida na equacgéo resultante.
Portanto, substituindo-se suces-

sivas identidades da Algebra Booleana na

equacao E6 tem-se formalizado que:

A+((C+A).B).B+B.C =
w [(C+A).B)=(C+A).(B.B),por3b]

A+ (C+A).(B.B)+B.C =

w[B.B=0,por8b]

A+ (C+A).0+B.C =

=[(C+A).0=0,por7a]



A+ 0+B.C =

=»[A+0+B.C=(A+B.C)+0,por2a]

(A +B.C)+0

0=A+B.C,por6a]

w[(A+B.C)+
= (A +B.C)
(E7)

Da equacédo E7, tem-se, pelo
referencial teérico aqui estabelecido, o cir-
cuito representado na figura 13; circuito
este que pode substituir o circuito objeto de
estudo (figura 08) cumprindo as mesmas
funcdes (isto é, tem-se na figura 13 o equi-
valente légico do circuito da figura 08).

Entretanto, a despeito dos resul-

tados finais serem idénticos em ambos os
circuitos, é natural concluir, obviamente,
que o equivalente funcional obtido (figura
13) é muito mais simples de ser estruturado
e analisado; sendo, também, seu custo de
implementag¢@o muito menor em relagéo ao
original considerado. Estas sao algumas
das vantagens do método aqui exposto.

B

s

FIGURA 13

Do circuito acima, ou da equacgéo
booleana E7, pode-se facilmente analisara
funcao dos elementos A, B e C quanto aos
resultados possiveis correspondentes aos
estados logicos 1 ou 0. Para tanto, basta
tomaratabela-fungéo-de-verdade da citada
equacao.

Ressalte-se, em sentido explicati-
VO, que a correspondente matriz-de-verdade
devera considerar 23 = 8 arranjos de valo-

res 1ou0;umavez quetréssaoasentidades
relacionadas na equacdo booleana em
referéncia (isto €, A, B e C).

Assim, considere a citada tabela-
funcéo-de-verdade (tabela 05), onde na
ultima coluna, dita coluna-resultado, tem-
se as possibilidades de solugao a partir dos
estadoslégicosde A, B e C edasoperagdes
booleanas entre os mesmos, qual seja:

A B Cc B.C |A+(B.C)
1 1 1 1 1
1 1 0 0 1
1 0 1 0 1
1 0 0 0 1
0 1 1 1 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0
TABELA 5
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A sistematizacdo apresentada
neste estudo constitui, sem duvidaalguma,
um poderoso instrumento paraa analise de
Redes Elétricas. Contudo, a Ldgica de
Circuitos ou Logica Digital constitui a base
de outras Ldgicas, como, por exemplo, a
Légica de Computadores. Também deve-
se enfatizar, uma vez mais, que as
consideracbes até aqui apresentadas
sobre o estudo l6gico do comportamento
de determinados circuitos elétricos
correspondem a uma das inumeras
aplicagdes do pensamento abstrato
sistematizado em Loégica Matematica ou
em Algebra Booleana; as quais em outras
oportunidades poderéo ser exploradas.

O método de analise exemplificado
neste estudo engloba, certamente, uma
série de outras consequiéncias, as quais
ndo podem ser consideradas na delimi-
tacdo deste conjunto sem adentrar-se em
nivel de detalhamento incompativel com o
proposito de sua apresentacdo; pois que
os extraordinarios recursos técnicos de
que dispde a Loégica Matematica para a
andlise das mais variadas e complexas
formas de argumentacdo (abstrata e/ou
fisica) dedutiva ou indutiva, véo muito além
do aqui exposto e apresentam uma
importanciainstrumentalinegavel emtodos
os campos do saber.
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