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Resumo:

Este artigo aborda historicamente a Teoria dos Logaritmos,
sua importancia no estudo aplicado em alguns ramos da Ciéncia,
tais como na Quimica, na Fisica, na Matemdtica Comercial e Fi-
nanceira e de forma especial em Modelos Estatisticos e de Experi-
mentagdo. Na andlise de regressdo, a obtencdo de um modelo de
regressdo linear simples, equivalente aum modelo exponencial, evi-
denciando a equivaléncia destes, com o uso das propriedades dos
logaritmos.
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Abstract:

This article approaches the Theory of the Logarithms
historically, its importance in the study applied in some branches of
the Science, such as in Chemistry, in Physics, in Commercial and
Financial Mathematics and in special a way in Statistical Models
and Experimentation Models. In the regression analysis, the
obtaining of a model of simple linear regression, equivalent to an
exponential model, evidencing the equivalence of these, with the

use of the properties of the logarithms.
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INTRODUCAO

O final do século XX e o inicio do século XXI tém sido marcado pela
grande circulagd@o de informagdes. Um dos grandes responséveis € o computador
que, juntamente com a World Wide Web, derrubou fronteiras e fez com que a
velocidade das informagGes se tornasse muito acentuada.

Quanto as informagdes, as teorias ensinadas em qualquer nivel de forma-
cdo seguem ou deveriam seguir uma ordenagao critica epistemoldgica, principal-
mente a matemadtica, disciplina tida como uma das mais dificeis, qualquer que
scja o nivel educacional.

O alvorecer da matemdtica moderna deu-se no inicio do século XVII. Dentre
erandes personagens, responsdveis por grandes contribuigdes tedricas dessa €po-
ca, tais como Copérnico, Da Vinci, Galileu, Brahe, Descartes, Newton, Kepler,
Giordano Bruno, Leibniz, Fermat, Descartes e outros, destaca-se John Napier
(1550-1617) que publicou em 1614 num texto intitulado Mirifici logarithmorum
canonis descriptio (Descrigdo da Maravilhosa Lei dos Logaritmos) a teoria dos
logaritmos. (EVES, 1989).

Muitas vezes ouve-se até mesmo de professores, que o estudo dos
logaritmos ndo sdo importantes, pelo menos nao do ponto de vista pritico. Geral-
mente a grande questdo é: “Professor, para que serve este contetido?”.

Este artigo mostrard algumas aplica¢des que se pode realizar com a utili-

sa¢do da teoria dos logaritmos, em algumas dreas do saber.

APLICACAO DE LOGARITMOS NA MATEMATICA FINANCEIRA

Os logaritmos podem ser aplicados na matemadtica financeira, mais especi-
ficamente, em juros compostos. Juro pode ser entendido como *“... uma compen-
sagdo financeira paga pelo empréstimo de um bem que adquirimos quando néo se
dispoe de moeda suficiente para pagar no ato da transacdo.” (PAULI, 2000, p. 41)
Para ZIMA (1985), quando determinado capital é colocado a juros, de modo que
estes sdo acrescentados ao final de cada periodo de capitalizacdo e depois disso
rendem juros, o juro é chamado composto. Essa operagdo para determinado
capital é dada por uma progressdo geométrica, cujo n-ésimo termo € dado
por s = p(1+4+1i)" (1), em que s é o valor acumulado do capital p, no fim

dos n periodos de capitalizagdo e i é a taxa de juros. Podemos observar em (1)
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que o tempo n € expoente da express@o, logo quando no célculo desta

varidvel, para determinado problema de capitalizagdo composta, muitas

vezes sua resolugdo fica condicionada ao uso de logaritmos pela propriedade
m __ =] &

log , A" = m.log , A (*), sempre que em (1) ndo se puder igualar as bases

dos dois membros, o que na prética, geralmente ndo ocorre.

APLICACAO DE LOGARITMOS NA QUIMICA

Na quimica, quando se estuda a natureza elétrica da matéria, a desinte-
gracdo radioativa é um fenémeno de emissdo de radiacdes alfa, beta e gama.
Quando se observa uma amostra radioativa m, para um tempo (t = 0) e trans-
corrido um intervalo de tempo (t = p), este chama-se meia-vida e a massa da
amostra radioativa se reduz a metade da inicial (m,, / 2). Transcorrido outro
periodo de tempo igual, a massa se reduz a2 metade novamente, € assim sucessiva-
mente. Logo meia-vida € o tempo necessdrio para que a metade da massa de uma
amostra radioativa se desintegre.

= m
Tem-se entdo que — =

2 '/ 7(2), sendo m massa final a que se reduz
a amostra, transcorrido um tempo t. Graficamente a fun¢do acima tem a forma
dada na Figura 2. (NABUCO, 1989)

A relagdo (2) possui a varidvel tempo t como expoente de base dois. Entdo
quando as bases desta relagdo forem distintas e se que isolar t, pode-se fazer uso

da propriedade dos logaritmos dada em (*).

APLICACAO DE LOGARITMOS NA FISICA

Na Fisica, no estudo de mdquinas simples, uma composicdo de
roldanas méveis propicia alteragdo na forca resultante de maneira exponen-
cial. A relagdo "matemética que expressa a forca resultante é dada por

F =0k ;— (3), em que F = forga resultante; F, = forca peso e n o
nimero de roldanas moveis. (RESNICK; HALLIDAY, 1989). A representacao
grifica desta relagdo também € dada pela Figura 2.

Observando a relagdo dada em (3), verifica-se que o expoente de base
meio do segundo membro € a varidvel n e portanto como nos exemplos anteri-
ores também pode-se fazer uso das propriedades dos logaritmos, toda vez que

F , ndo for uma poténcia de base 1/2.
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APLICACAO DE LOGARITMOS NOS MODELOS ESTATISTICOS
DE REGRESSAO

O modelo pode ser entendido como uma representagao abstrata da realida-
de, estruturada de tal forma que permita compreender total ou parcial o funciona-
mento dessa realidade ou fendmeno.

Para CRAMER (1971), modelo é uma representag@o abstrata da realida-
de, que mostra apenas o que € relevante para uma questdo especifica, negligenci-
ando todos os demais aspectos.

Segundo BUSSAB (1988), os modelos explicitam estruturas do fendmeno
cm observacdo, aos quais sdo misturadas com varia¢des acidentais ou aleatorias,
cujas observagdes dessas estruturas permitem conhecer ou fazer afirmagoes so-
bre os possiveis comportamentos dos mesmos.

MATOS (1998) sintetiza o conceito de modelo como sendo um conjunto
dc hipéteses estabelecidas a priori sobre o comportamento de um fendmeno, com
base em uma teoria j4 existente ou a partir de novas propostas tedricas.

O termo regressdo foi usado em fins do século XIX, por Sir Francis Galton.
A andlise de regressdo é uma das técnicas mais utilizadas para modelar o relacio-
namento entre as mais diversas varidveis de um fendmeno ou processo. De fato, o
uso da andlise de regressao baseia-se no uso de uma equagdo para expressar o
rcelacionamento entre uma varidvel chamada dependente e uma ou mais varidveis
chamadas independentes. Modelos de regressao simples € utilizado quando se
cstuda a relagdo entre estas duas varidveis, uma dependente (y) e outra indepen-

dente (X).

APLICACAO DE LOGARITMOS NA EXPERIMENTACAO

z

A fungdo logaritmica € utilizada em andlise experimental como uma
técnica recomendada na transformacgao de dados em estudo, objetivando
homogeneizar as variancias de dados experimentais x, , quando tais variagdes
$30 muito acentuadas.

Assim, em vez de trabalhar com dados originais x, , trabalha-se com os
dados transformados log( x;) ,ondei = /,2,...,n. Esta transformagdo traz bons

resultados, uma vez que € mais trabalhoso interpretar os dados na escala
logaritmica.
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Dentre os mais variados modelos de regressdo estabelecer-se-d4 uma ana-
logia entre os modelos linear simples e o exponencial.
As Figuras 1 e 2 correspondem aos modelos linear simples e o exponencial

respectivamente.

Figura 1 - Modelo linear com coeficiente angular negativo.
v =By + B,
< 0
B By

Onde: [31
> i =1,23..,n

coeficiente linear

I

coeficiente angular

Figura 2 - Modelo Exponencial simples com parametro

? Yi = :Boeﬁm

Onde: By ¢ B, = sdo constantes

e numero de Euler

>

Dentre os métodos sugeridos pela literatura, € rr)uito utiAlizado o método de
minimos quadrados para estimagdo dos parametros S, e B, desconhecidos.

Sendo o modelo linear definido em (4), para n pares de dados ( Y, X, ),
e B, e B, sendo parﬁmetroAs descgnhecidos, o modelo linear estimado serd
):[ = ‘BAO + ﬁ] x, (6),onde B e P, sdoosestimadoresde S, e B, res-
pectivamente e ¥, ¢ o valor de predi¢do de y, dado o valor de x;, para
i=1,2,...,n.

O erro estimado € a diferenca entre um valor observado y, o valor corres-

pondente y , estimado pela reta ajustada, e este erro € definido como:

A

ei:yi_yi (i=1,2,...,n)

A soma dos quadrados dos erros é dado por:

SQE =glei2=§(yi—,én—ﬁlxi)z @)
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O método dos minimos quadrados consiste em estimar g =~ . g, de
tal forma a minimizar a soma dos quadrados dos erros, dados em (7). As estima-

A

tivas B, e B, quetornam-se minima a SQE, sdo aquelas que anulam as

derivadas parciais:
P SSQE OSQE _

2T -0 e
B , B,
Desenvolvendo estas duas equagdes, tem-se 0 seguinte sistema de equa-

¢Oes normais:

. ®
n A A n
zyi =nBy+ B, 2 X
i=1 i=1
{ ¢
n A n A n 5
zyixi =B, in + B, 2 Xi
\ i=1 i=l i=l
Assim os estimadores de minimos quadrados sao:
( ©)
B,=y-B,x,
e

ﬂl — i=1 . i=l” i=1
”2 x? - (2 %)
i=1 i=1

\

Pode-se observar que no caso do modelo exponencial, alguns softwares
como o MINITAB e o EXCEL fornecem a func@o com o respectivo grafico e o
coeficiente de determinagido de maneira acabada, pronta, desconhecendo o usua-
rio os mecanismos de obten¢do dos pardmetros desse modelo.

No caso do modelo exponencial (5), trata-se de obter a minimizag¢do da

soma do quadrado dos erros da expressao:

z (y: - ﬁoeﬁlx")2
izl
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Entdo, pode-se fazer uma transformacdo dos dados mediante o uso de
logaritmos, no qual o modelo exponencial apresentado em (5) € transformado em
linear com a forma, y, = B,+ B, x;onde y =1In(y,) e B, =1In(p,).

Utiliza-se entdo a propriedade dos logaritmos naturais, uma vez que
se lineariza, fazendo uso das equagdes (9) para obtencdo dos estimadores de
rm’pimos qyadradAos de. Assim, o modelo transformado estimado tem a forma:
In y, =1n B,+ B, x,

Uma vez obtido o modelo transformado e ajustado, pode-se voltar ao

modelo original através da func@o antilogaritmica. Assim o modelo exponencial
A

. :ﬂ.eﬁw‘f

1]

estimado tem a forma:

APLICACAO

Com a utilizagdo de um termdmetro, e um recipiente com dgua fervente,
iniciou-se a tomada da varia¢do de temperatura em °C em funcdo do tempo a cada
5 minutos. Com o recipiente de vidro sujeito a temperatura ambiente de laborat6-
rio, que durante a tomadas dos dados era de 31°C, obtiveram-se os dados apresen-

tados na Tabela 1. O processo de coleta foi efetuado com 3 repetigdes.

Tabela 1: variacao de temperatura por tempo

TEMPO TEMPERATURA

5 76,6
10 69,0
15 63,0
20 59,0
25 55,5
30 52,8
35 50,0
40 47,9
45 46,5
50 44,5
55 43,2
60 42,1

Fonte: dados do autor produzidos em laboratdrio
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Com a utiliza¢@o destes dados, tem-se o grifico de dispersdo da Figura 3.

Figura 3: grdfico de dispersao
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Fonte: dados do autor

Pode-se perceber pelo diagrama acima que a disposi¢ao dos pontos sugere
uma curva, e efetuando a regressao linear com o uso do software EXCEL obtém-
se o grafico da Figura 4 e a equagao de regressdo com o coeficiente de determina-
¢do que se segue:

y =73-0,580X
R=923%

Figura 4: ajuste de um modelo de regressao linear
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Como a equacgdo de ajuste € relativa a uma reta, temos um coeficiente
angular de —-0,580 e, por ser negativo, tem-se que em intervalos sucessivos de
tempo a temperatura diminuiu, portanto classifica-se como decrescente. O coefi-
ciente linear do modelo tem valor 73, o que néo tem significado 16gico. O coefi-
ciente de determinacdo do modelo € relativamente bom, o que significa dizer
92,3% da variacdo de temperatura da d4gua € explicada pelo modelo. Este modelo
matemadtico pode ser usado para fazer previsdes e ou calibra¢des. Entretanto, ob-
serva-se pela Figura 3 que se pode ajustar um modelo melhor que o linear, por
exemplo o exponencial.

Pode-se transformar os dados das temperaturas usando os logaritmos na-
turais e, com a utilizacdo do Software MINITAB, fazer uma andlise de regressao
com os dados da variacdo de temperatura transformados (In y), e obter-se um
modelo linear, porém equivalente a um modelo exponencial. Esse procedimento
faz com que a curva de regressao exponencial seja construida a partir da fung¢do
exponencial (5) e dos dados transformado apresentados na Tabela 2.

Tabela 2: dados originais e transformados

TEMPO TEMPERATURA LN(TEMPERATURA)
5 76.6 433.860
10 69.0 423.411
15 63.0 414.313
20 59.0 407.754
25 55.5 401.638
30 52.8 396.651
35 50.0 391.202
40 47.9 386.912
45 46.5 383.945
50 44.5 379.549
55 43.2 376.584
60 42.1 374.005

Para facilitar a determinag@o das equacdes normais dadas em (6), convém

expressar a funcdo original em termos logaritmicos.
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Tendo transformado os dados e ajustando novamente o modelo linear trans-
formado, temos a equagdo de regressdo e coeficiente de determinag@o R?, como
se segue:

A equacgdo descrita abaixo é relativa a uma reta obtida pela andlise de
regressao com os valores das temperaturas transformados.

A

y=4,31391-0,104x

R =96,2%

Observa-se que o coeficiente de determinag@o é melhor que o da reta.
Temos entdo um modelo com melhor ajuste para os dados.

Usando as propriedades dos logaritmos pode-se verificar sua equivaléncia

cntre a equagdo reta e o modelo exponencial como se

A

InB,=4,31391 = B, =" =747 ¢ B, =-0,0104

) Portanto, a equacgao:
v=4,31391 —0,104x ,€equivalentea y = 74 ,7 .e SO0 e
¢ uma equagdo exponencial, com beta um negativo. O gréfico abaixo, executado

no EXCEL, mostra a curva desta equagao e os pontos observados.

Figura 5: ajuste de um modelo exponencial da temperatura x tempo
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CONCLUSAO

Pode-se observar que além das propriedades usadas nesta aplicacdo a im-
portancia dos logaritmos para homogeneizar a taxa de variagdo das temperaturas.

Sabe-se pois, que a criacdo de Napier serd sempre importante em aplica-
¢des, pela simples razdo de que as variacdes exponencial e logaritmica estéo pre-
sentes em muitos fendmenos naturais, como na aplicacdo tratada neste artigo.

Geralmente ensinado como um contetido sem grande importancia no ensi-
no médio e até mesmo em cursos de graduagdo, os logaritmos tém expressivas
utilidades no campo cientifico, sendo geralmente ensinados como um apanhado
de regras, algoritmos sem relag@o alguma com a taxa de variagio de determinadas
funcdes.

O interesse nos logaritmos como instrumento de célculo aritmético dimi-
nuiu muito com o advento e uso universal da calculadora cientifica e do computa-
dor, entretanto, sua importancia cientifica permanece inabaldvel e pode-se afir-
mar que: “‘[...] enquanto houver Ciéncia havera aplica¢oes das fungdes exponenciais
e logaritmicas.” (LIMA, 1991:25)

Faz-se necessdrio que os educadores de todas as dreas busquem na
interdisciplinariedade a importancia de determinados conteddos como € o caso
dos logaritmos, para que seus educandos percebam qudo os conceitos € teorias

sdo conexos, principalmente conceitos matematicos para as ciéncias exatas.
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