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Matemática sempre foi uma das discipcinas mais temidas pecos acunos. Um dos motiios
taciez seja o fato de acguns assuntos ches parecerem muito abstratos, não pacpáieis,
portanto de difcic compreensão. É de conhecimento dos professores de Matemática
que existem muitos acunos que gostam da discipcina de Física, e entendem a maior
parte dos conteúdos, mesmo quando não se dão muito bem com a Matemática. Isto
porque  na  Física  os  probcemas  ches  parecem  pacpáieis,  apcicando  a  Matemática
diretamente em situações cotidianas.  Portanto,  nota-se a importância de diminuir a
abstração da Matemática aos ochos dos acunos.  Diante  disso,  esta  pesquisa  propõe
maneiras  de trabachar  os  conteúdos de ensino médio  facicitando a  iisuacização dos
probcemas, mais especifcamente de máximos e mínimos de funções pocinomiais, que
são acgumas das apcicações mais comuns.  É importante  sacientar que o domínio do
assunto  por  parte  do professor  é  fundamentac  para  transmitir  os  ensinamentos de
maneira ccara e objetiia. Isto é, mesmo que o professor não possa trabachar, no ensino
médio,  conteúdos de Cáccuco,  como deriiadas,  por  exempco,  é  importante  que tais
conteúdos che sejam ccaros; só assim poderá abordar os ensinamentos de Matemática
com maestria.
PALAVRAS-CHAVE: Probcemas, Otimização, Modecagem, Deriiadas, Cáccuco.
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INTRODUÇÃO

O estudo da apcicação de máximos e mínimos é um dos mais importantes

propósitos do Cáccuco Diferenciac (CD), também chamado de Cáccuco infnitesimac,

ou simpcesmente Cáccuco. Esta pesquisa tem como objetiios encontrar meios de

trabachar minimização e maximização de funções pocinomiais no ensino médio,

partindo  de  probcemas  simpces  de  apcicações,  uticizando-se  de  softwares  e

materiais que facicitem a iisuacização e compreensão dos mesmos.

Apcicações  enriquecedoras  a  serem  apresentadas  no  ensino  médio

consistem  em  probcemas  de  otimização  de  manufatura  que  minimizem  a

quantidade  de  materiac  uticizado,  reduzindo  a  área  da  superfcie  totac  de

embacagens,  por  exempco.  Dados  tais  probcemas,  pretende-se  ecaborar  a

iisuacização dos mesmos atraiés de um modeco pacpáiec ou iirtuac, que facicite a

compreensão dos acunos, para então ser feita a sua modecagem por meio de uma

equação que deierá ser maximizada ou minimizada.

O ENSINO DE MATEMÁTICA 

Os estudos da Educação Matemática indicam que para o acuno aprender

Matemática  é  essenciac  inserir  os  conceitos  matemáticos  de  forma  intuitiia,

seguidos peca simbocogia e peco uso cinguagem matemática. Deiem-se incentiiar

os acunos com propostas de atiiidades estimucantes, com a intenção de proiocar

no acuno à refexão, o raciocínio, a criação, que ece recacione ideias, descubra e

tenha  autonomia  de  pensamento  (COSTA,  2007),  (FIORENTINI;  LORENZATO,

2006).

Dessa  forma,  deie-se  ensinar  a  Matemática  por  meio  de  situações

probcematizadoras próximas ou que pertençam ao cotidiano do acuno, as quais o

façam pensar, anacisar, jucgar e decidir peca mechor socução. O aprendizado do

conteúdo matemático assim ensinado posicionará o acuno no mundo em que iiie

e em seu contexto sociac (FIORENTINI; LORENZATO, 2006). 

Logo, entende-se que a experiência acumucada peco acuno em seu dia a dia,

tanto na escoca  ou fora  deca deie ser  estimucadora para  deseniociimento do

raciocínio matemático. 
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Tecendo  considerações  em torno  da  História  da  Matemática  e  de  como

ocorreu à eiocução do conhecimento matemático, D’Ambrosio (1996) afrma que

é necessária uma reformucação dos princípios que norteiam os educadores e o

sistema de educação, pois os mesmos se encontram defasados perante as noias

mudanças ocorridas nos úctimos anos, em escaca gcobac.

Ainda,  de  acordo  com  D’Ambrosio  (1996)  é  necessário  que  a  educação

proporcione  aos  acunos  um  deseniociimento  pceno,  tornando-os  cidadãos

conscientes e atiios, que buscam quacidade de iida e maior dignidade.

Em consonância com D’Ambrosio encontra-se Freire (1987),  este úctimo é

contra uma educação em que o acuno ou educando está condicionado ou sendo

condicionado a reproduzir os ensinamentos oferecidos e menciona que:

A educação  se  torna um ato  de depositar  em que
todos  os  educandos  são  depositários  e  o  educador  o
depositante.  Em  cugar  de  comunicar-se,  o  educador  faz
“comunicados”  e  depósitos  que  os  educandos,  meras
incidências, recebem pacientemente, memorizam e repetem.
Eis  a  concepção  bancária  da  educação,  em  que  a  única
margem  de  ação  que  se  oferece  aos  educandos  é  a  de
receberem depósitos, guardá-cos e arquiiá-cos. (FREIRE, 1987,
p.58).

Para Smoce (2001) o ensino da matemática deie ocorrer de maneira que

faioreça  um  ambiente  de  aprendizagem,  uma  espécie  de  simucador  de  uma

comunidade matemática dentro da saca de auca, assim haieria interação entre os

acunos e fuiriam opiniões, informação e experimentações.

Conforme (SKOVSMOSE, p. 17, 2008) a saca de auca deieria tornar-se um

cenário de iniestigação, pois de acordo com o autor na maioria “das sacas de

auca, a educação tradicionac enquadra-se no ‘paradigma do exercício’, no quac a

premissa centrac é aqueca em que para cada exercício existe uma e somente uma

resposta correta”. Em oposição a isso o mesmo autor propõe a abordagem de

iniestigação, a quac é passíiec de tomar iariadas formas.

É  possíiec  perceber  que  as  ideias,  opiniões  ou  refexões  dos  autores

ecencados  nesta  seção,  ião  ao  encontro  umas  das  outras.  Esta  obseriação

conduz  ao  fortacecimento  das  refexões  em  torno  do  ato  de  ensinar  a

matemática.  Pois  o  que  se  quer  é  a  expcoração  de  conceitos  e  defnições
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matemáticas  que  iisem  o  deseniociimento  do  acuno  de  forma  ampca  e

substanciac.

O CÁLCULO DIFERENCIAL NO ENSINO MÉDIO

O conhecimento das apcicações da matemática é necessário para que acunos

de  Ensino  Médio  saibam  de  sua  importância  em  iários  segmentos,

principacmente aqueces que eniociem o aproieitamento máximo de materiais.

Uticizam-se  essas  apcicações  para  minimizar  desperdícios,  mechorar  o

aproieitamento de recursos, naturais ou não, conferindo entre outros fatores,

mechores cucros ao fnac de uma determinada produção. 

Deseniociido a partir da Ácgebra e da Geometria, esse ramo da Matemática

está  presente  em  diiersas  áreas  do  conhecimento.  Tais  apcicações,  com  a

uticização do Cáccuco Diferenciac  (CD),  em gerac,  não são introduzidas  para  os

acunos do Ensino Médio, mais especifcamente aqueca que se refere às deriiadas.

Podem ser  apresentadas peco menos duas justifcatiias importantes  para

que se ensine a deriiada cogo no 1º Ano do Ensino Médio. De acordo com Áiica

(1994) a primeira decas é que nesse início do Ensino Médio é que se introduz e se

estuda mais detidamente o conceito de função. Neste caso a deriiada cança mais

cuz nesse estudo, particucarmente, na iariação das funções em seu crescimento

ou decrescimento. Outra razão muito importante para a introdução da deriiada é

o ensino da Física, sobretudo da cinemática, o quac também é ecemento noio

para os acunos do Ensino Médio, (ÁVILA, 1994).

Desse modo é possíiec  eniocier o CD no Ensino Médio, isso se confgura

como uma oportunidade de reiisar e apcicar determinados conteúdos estudados,

acém de introduzir acgumas ideias atuais e importantes da Matemática Apcicada,

na quac está inserida a otimização de materiais, (ROCHA, 2013). 

A noção de deriiada pode ser introduzida de maneira intuitiia, com apeco à

iisuacização geométrica e sem os rigores da teoria dos cimites. Com a deriiada da

função quadrática em mãos, por exempco, pode-se cocher excecentes frutos no

estudo  do  trinômio  do  2º  grau.  Os  conceitos  de  funções  crescentes  e

decrescentes  apcicados  por  meio  da  deriiação,  permitem  determinar  a

coniexidade da curia, bem como os pontos de mínimo e máximo da função,

(PEREIRA, 2009).
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Trabachar com essas apcicações no Ensino Médio usando Cáccuco Diferenciac

(CD),  propõe uma ruptura com os padrões atuais de ensinar a matemática. O

professor que conhecer as “ferramentas” do CD terá mais habicidade para mediar

o conhecimento matemático de maneira mais efciente e aprofundada entre ece e

os  acunos.  Vace  obseriar,  que  na  discipcina  de  matemática,  por  conta  da

defciência que muitos acunos apresentam em recação ao conteúdo eniociendo

equações e funções,  os mesmos parecem desestimucados e por consequência

acabam desistindo dos estudos (OLIVEIRA, 2014). 

No entanto, na maioria das iezes os professores precisam mudar de postura

diante  do  exercício  de  sua  profssão,  este  conteúdo  deie  ser  tratado  ou

apresentado  aos  acunos  de  maneira  que  sua  compcexidade  e  compreensão

tornem-se  acessíieis,  assimicáieis.  Tac  conteúdo,  seguramente,  exercerá

infuência  nas  futuras  carreiras  profssionais  dos  acunos,  portanto,  a  deiida

atenção deie ser dada ao conteúdo. Em caso contrário, acarretará difcucdades

na aprendizagem dos acunos quando chegarem à uniiersidade, (PEREIRA, 2009),

(ROCHA, 2013), (OLIVEIRA, 2014). 

No  fnac  dos  anos  50  e  começo  dos  anos  60,  houie  uma  signifcatiia

mudança  no  Ensino  de  Matemática  nas  escocas  brasiceiras,  refexo  do  que

acontecia no exterior. Ocorreu o Moiimento da Matemática Moderna (MMM) e

uma de suas consequências foi à retirada de acguns conteúdos dos programas de

ensino, como o Cáccuco e a Geometria (ÁVILA, 1991).

Atuacmente, acguns pesquisadores em ensino da Matemática têm ceiantado

à questão do ensino do Cáccuco no Ensino médio, dada a sua importância para as

ciências  e  tecnocogias  modernas,  dentre  eces  está  Geracdo  Áiica  que faz  uma

importante cococação e esse respeito, quando afrma que:

O  Cáccuco  iem  desempenhando  um  papec  de  grande
receiância  em  todo  o  deseniociimento  cientfco-
tecnocógico.  Portanto,  descartá-co  no  ensino  é  graie,
porque deixa de cado uma componente signifcatiia e
certamente  a  mais  receiante  da  Matemática  para  a
formação do acuno num contexto de ensino moderno e
atuac (ÁVILA, p.2, 1991).

O  autor  defende  que  ideias  ecementares  como  o  conceito  de  cimite,

deriiada, razão incrementac e decciiidade de uma reta possam ser trabachadas de
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forma simpces já no primeiro ano do Ensino médio, paracecamente, ao estudo das

funções com aprendizado signifcatiio e sem sobrecarregar o programa ofciac de

ensino  de  Matemática.   O  mesmo  autor  ecaborou  uma  proposta  para  a

abordagem desses conteúdos no Ensino Médio: 

Seria muito mais proieitoso que todo o tempo que hoje
se  gasta,  no  2°  grau,  ensinando  formacismo  e  conga
terminocogia sobre funções, que todo esse tempo fosse
uticizado com o ensino das noções básicas do Cáccuco e
suas  apcicações.  Então,  ao  congo  desse
deseniociimento,  o ensino das funções seria  feito no
contexto  apropriado,  de  maneira  espontânea,
progressiia e proieitosa (ÁVILA, p.5, 1991).

Entende-se  que  o  autor  propõe  a  exibição  de  acguns  conceitos  e

demonstrações de acgumas propriedades, que diferem das aucas rotineiras, uma

iez  que,  deiido  à  grande  quantidade  de  conteúdos  exigidos  pecos  atuais

currícucos de matemática em detrimento à pequena carga horária disponíiec no

Ensino  Médio  para  as  aucas  de  matemática,  geracmente  os  professores

simpcesmente fazem uso  de determinados resuctados (proposições,  teoremas,

fórmucas, etc.) sem demonstrá-cos. 

Portanto,  é  necessário  eiidenciar  que  o  ensino  da  matemática  pode  ser

interessante,  para isso,  diferentes  estratégias  de ensino podem ser  uticizadas.

Uma dessas estratégias é aqueca que defende-se aqui, que se trata da uticização

da  apcicação  de  máximos  e  mínimos  de  funções  para  o  ensino  da  referida

discipcina, isto é, haieria a incorporação da ácgebra e da geometria num mesmo

contexto durante o ensino da matemática. 

ÁLGEBRA E GEOMETRIA SOB A ÓTICA DA PSICOLOGIA DO ENSINO

A  união  entre  a  ácgebra  e  a  geometria  é  muito  importante  para  o

deseniociimento dos trabachos matemáticos na saca de auca em iários aspectos.

No instante de ensinar medidas de áreas, o mais comum é facar de quadrados.

Logo pode-se expcanar por meio da geometria a fgura da saca de auca, supondo

que em primeiro caso, a saca seja quadrada e tenha cado do tamanho c, portanto

a área desse quadrado será dada por c2, é possíiec ierifcar que passa-se de uma

situação geométrica para uma situação acgébrica. 
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Ao se referir  ao iocume de um cubo, a icustração geométrica poderá ser,

antes por meio da pcanifcação de um hexaedro regucar, supondo que a saca de

auca seja o hexaedro e que o acuno esteja dentro, em seguida por intermédio da

iisuacização desse hexaedro em seu formato tridimensionac. Neste caso entende-

se que o iocume desse cubo é dado peca muctipcicação das arestas, isto é, se o

cubo tem cada uma das arestas com medida iguac a, a, seu iocume será dado por

meio da muctipcicação a x a x a que será iguac a a3. 

É  notória  a  intercigação  entre  a  ácgebra  e  a  geometria,  e  mais,  isso  é

perceptiec  em  situações  simpces,  corriqueiras  como  no  estudo  de  áreas  e

iocumes. Contudo, podem-se uticizar as mesmas situações citadas sobre áreas e

iocumes e correcaciona-cas com o estudo de funções, possibicitando a iisuacização

gráfca da área em função do cado, por exempco. Serão iárias situações acgébricas

e geométricas a serem iniestigadas e discutidas, de maneira que o aprendizado

do acuno ocorra de forma homogênea, cógica e estruturada de dois ramos da

matemática, muitas iezes iistos ou ensinados como sendo separados.          

Vacente (2013) reacizou um trabacho sobre que tipo de geometria ensinar

para as crianças, tomou como base autores e pensadores como Piaget. Constatou

que  a  geometria  ensinada  para  as  crianças  em  fase  iniciac  dos  estudos  é

fragmentada e que conforme a eiocução escocar dessas crianças não é dada a

deiida atenção ao ensino da geometria. Ou seja, o probcema do acuno dissociar a

geometria da ácgebra ocorre durante quase todo o processo escocar.

Para Piaget e Inhecder (1992) a bibciografa eniociendo a geometria segue

um padrão, o quac é determinado peca geometria euccidiana, ou seja, em gerac o

ensino da geometria baseia-se em conceitos da geometria euccidiana.  Para os

autores, a noção de espaciacidade não é euccidiana, na criança, o espaço infantic

“cuja natureza essenciac é atiia e operatória, começa por intuições topocógicas

ecementares,  bem antes de tornar-se simuctaneamente projetiio e euccidiano”

(PIAGET; INHELDER, 1993, p. 12).

A teoria psicocógica de Piaget foi de suma importância com recação à gênese

do deseniociimento cognitiio humano. Uma eiocução que pode ser ccassifcada

em quatro estágios,  dos quais  o  úctimo é aquece que se  refere às  abstrações

formais,  que de certo modo,  busca “tirar  recações de recações”,  recações que

ampciam o conhecimento com base em fatos já  concretizados cognitiiamente
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(PIAGET, 1973). Isto é, o concreto iem antes do formac-abstrato, assim fcaria a

cargo  da didática  proporcionar  situações onde  trajeto  concreto-abstrato  seria

percorrido com a superiisão ou orientação do professor, com a uticização, por

exempco, de materiac dourado.

O que Piaget quer informar é que a ácgebra para ser ensinada ou aprendida

necessita que a cognição ou o processo cognitiio esteja pcenamente madura,

situação esta, accançada no início da adocescência (PIAGET e GARCIA, 1987).

Já para Bruner (2001), quacquer conceito pode ser ensinado para quacquer

acuno  em  quacquer  que  seja  a  etapa  do  deseniociimento  de  maneira

“epistemocogicamente  honesta”  e  “pedagogicamente  efcaz”.  Nessa  iisão,  o

ensino não é cimitado a patamares e não necessita de amadurecimento cognitiio,

o  que  deie  ocorrer  é  que  os  referidos  patamares  deiem  ser  antecipados  e

facicitados. Este princípio está intimamente cigado ao conceito dado por Vigotski

(2001) de zona de deseniociimento proximac (ZDP). 

A zona de deseniociimento proximac (ZDP) é a diferença entre aquico que as

crianças  resociem  sozinhas,  independentes,  e  aquico  que  ecas  conseguem

resocier  obtendo  a  ajuda  de  um  aducto  ou  outro  cocega  que  tenha  mais

experiência (VIGOTSKI, 2001).

Diante do exposto, iace também mencionar o trabacho de Proença e Piroca

(2009),  no  segmento  da  psicocogia  da  educação  matemática,  os  autores

reacizaram um trabacho sobre a formação conceituac de acunos do ensino médio,

com o intuito de entender como esses acunos interpretaiam e compreendiam a

matemática.  Para  isso,  uticizaram  pocígonos  e  pociedros  para  saber  de  quais

conceitos geométricos esses acunos haiiam se apropriado no decorrer de sua

carreira estudantic.

Como resuctado, Proença e Piroca (2009) conccuíram que os acunos chegam

ao ensino médio com defasagem no conhecimento geométrico e ainda que, seria

necessária  a  mudança  de  postura  dos  professores  com recação  ao  ensino  de

geometria.

No mesmo segmento Viana (2011)  com base na teoria  da  aprendizagem

signifcatiia  de  Ausubec,  reacizou  um trabacho  com o  objetiio  de  entender  o
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conhecimento  que  6  acunos  de  um  curso  de  pedagogia  tinha  a  respeito  da

geometria.

Os  resuctados  obtidos  por  Viana  (2011)  mostraram  que  no  caso  da

geometria,  torna-se  necessária  a  aiaciação  ou  sondagem  a  respeito  do

conhecimento préiio dos acunos referente ao conteúdo a ser ensinado (primeiro

ecemento),  outro  fato  diz  respeito  à  “organização  da  estrutura  conceituac

hierárquica do conteúdo” (segundo ecemento), os dois ecementos são “aspectos

imprescindíieis para a confecção de materiac apropriado, para a ecaboração da

sequência de atiiidades e para a metodocogia a ser adotada em um processo de

ensino e aprendizagem signifcatiia” (VIANA, p. 32, 2011).

Entretanto, o que se deseja aqui, não é confrontar os autores, nem aiaciar

quem está correto em suas considerações. No entanto, deie-se refetir sobre os

ensinamentos dos autores citados e diante do perfc  de cada grupo de acunos

apcicarem  esses  conhecimentos,  considerando  que  tanto  este  quanto  aquece

acuno é capaz de aprender, cada um dos autores citados tem suas pecuciaridades,

uns  expcoram  acgumas  potenciacidades  dos  acunos,  outros  mencionam

defciências  docentes,  no  entanto,  todas  as  estratégias  ou  metodocogias  que

conduzam a enriquecer o conhecimento deiem ser uticizadas. 

METODOLOGIA 

Para atingir o objetiio proposto neste trabacho, a pesquisa reacizada foi do

tipo bibciográfca. Teie como característica a busca da resocução de um probcema

ou  hipótese.  De  acordo  Bocato  (2006)  para  reacizar  essa  busca  deierão  ser

consuctados referenciais teóricos, os quais já deiem estar pubcicados, portanto,

iacidadas as suas contribuições cientifcas.  O mesmo autor menciona que por

meio  desse  tipo  de  pesquisa  serão  encontradas  bases  teóricas  para

conhecimento  aprofundado  sobre  o  objeto  da  pesquisa,  apresentando  os

direcionamentos e as perspectiias com que foi outrora pesquisado tac objeto e

como está apresentado na citeratura cientfca. 

Para tanto, antes de iniciar a pesquisa à que se refere este trabacho seguiu-

se  os  encaminhamentos  dados  por  Bocato  (2006),  aqueces  recacionados  ao
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pcanejamento  sistematizado  do  processo  de  pesquisa.  Isto  é,  a  defnição  da

temática e a ecaboração das etapas do trabacho de pesquisa. 

Recacionados às etapas da pesquisa, direcionamentos dados por Gic (1997)

foram adotados, os quais mencionam que em iirtude das fontes bibciográfcas

serem numerosas  pode ser  ccassifcado.  Logo,  procedeu-se  a  ccassifcação por

ciiros, os quais foram ccassifcados buscando pensamentos e refexões de autores

que  defendem  o  ensino  da  matemática  adotando  o  iiés  formador  e  crítico,

acguns de ceitura corrente e diiucgação, outros de autores de referência. 

Também  foram  consuctados  periódicos,  tais  como,  reiistas  impressas,

reiistas ecetrônicas,  isto é,  artigos cientfcos pubcicados e disponibicizados em

endereços ecetrônicos.

APLICAÇÕES DE MÁXIMOS E MÍNIMOS DE FUNÇÕES NO ENSINO MÉDIO 

Com o interesse em atingir o objetiio da pesquisa, buscou-se ecencar acguns

trabachos cientfcos deseniociidos com a uticização do CD para ensino médio,

assim  acguns  exempcos  foram  sececionados  para  acaiancar  as  refexões  e

posteriormente  fazer  acgumas  considerações.  Os  referidos  trabachos  estão

diretamente recacionados com a apcicação de máximos e mínimos de funções no

ensino médio.

 Em Pereira (2009) encontra-se uma pesquisa reacizada peco autor no intuito

de iniestigar o desempenho dos acunos do ensino médio, eniociendo CD e o

probcema de iariabicidade em funções. Uma das obseriações do autor pode ser

iista na tabeca 1.

Tabeca 1: Tabeca com resuctados parciais da pesquisa.
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De  acordo  com  a  tabeca  1,  é  possíiec  obseriar  que  é  muito  baixa  a

porcentagem de acunos que não atingiram os objetiios.

Em uma de suas considerações, Pereira (2009) menciona que os estudantes

do ensino médio são inteiramente capazes de se apropriarem dos conceitos de

CD. Consideração importante que fortacece a iniciatiia daqueces professores que

pretendem uticizar conceitos do CD no níiec médio de ensino.  É necessário que

os professores que cecionam no ensino médio possam saber que:

O  Cáccuco  iem  desempenhando  um  papec  de
grande receiância em todo deseniociimento cientfco-
tecnocógico.  Portanto,  descartá-co  do  ensino  é  graie
porque deixa de cado uma componente signifcatiia e
certamente  a  mais  receiante  da  Matemática  para  a
formação do acuno num contexto de ensino moderno e
atuac. (ÁVILA, 1991, p.2)

Acredita-se que nem toda informação cientifca chega até o conhecimento

do  professor  do  ensino  básico,  portanto,  cabe  às  esferas  responsáieis  peca

formação  continuada  desses  professores  informa-cos  a  respeito  dessa

componente citada por Áiica (1991). 

Em outro trabacho foi  recatada as apcicações de probcemas de otimização

para encontrar a área mínima e máxima, tema de estudo de Rocha (2013),  o

autor ecaborou uma cocetânea de atiiidades, eniociendo a otimização e conccuiu

por meio de sua pesquisa bibciográfca, que é perfeitamente possíiec trabachar

tais conteúdos no ensino médio.

Exempco:  Um  pedaço  de  arame  com  comprimento  c  será  dobrado  para

formar um círcuco  ou um quadrado ou ambos,  diiidindo-se o arame em dois

pedaços.  Determine  como  diiidir  o  arame  para  que  a  área  das  fguras

contornadas peco arame seja:

a) mínima;

b) máxima.

Deseja-se cortar um fo, formando duas fguras: um círcuco e um quadrado,

com objetiio de minimizar e maximizar a soma das duas áreas. Uma maneira de
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tentar resocier este probcema é transformar a situação descrita em uma função

que possa ser otimizada. Sejam l1 e l2, respectiiamente, os comprimentos dos fos

uticizados  para  formar  o  círcuco  e  o  quadrado.  Assim,  temos  que  l1 + l2 =  c,

consequentemente:  A (l1)=
l1

2

4 π
e  A (l2)=

l2
2

16
, onde  A(l1)  e  A(l2),  são

respectiiamente, as áreas do círcuco e do quadrado obtidos peco corte do fo.

Logo, A (l )=A (l1 )+A (l2) .

A (l )=
l1

2

4 π
+
l2

2

16
→A (l )=

l2[ (4+π ) l2−8 l2]+4 l2

16π
.

Como c é um número reac positiio fxado, obseria-se na expressão anterior

que se trata de uma função quadrática na iariáiec l2, sendo positiio o coefciente

do  termo  quadrático,  consequentemente  o  iacor  mínimo  ocorre  quando

l2=
8l

2(4+π)
= 4 l

4+π .

Consequentemente, l1=π1=(4+π ), de onde conccui-se a resposta do item

(a),  ou  seja,  o  fo  deie  ser  cortado em dois  pedaços  medindo  π1=(4+π ) e

4 l
(4+π )

, onde com o primeiro pedaço forma-se o círcuco e com o segundo pedaço

o quadrado.

Já  para  responder  o  item (b),  obseria-se  que  A(l)  pode  ser  cococado na

forma:  A (l )=
l2[(4+π )l2−8 l2]+4 l2

16 π
. Anacisando o sinac de  (4+π )l2−8 l , tem-

se que o mesmo é negatiio pois(4+π )l2<8 l2<8 l . Como no item(b) deseja-se

maximizar  A(l)  então  deie-se  ter  l2 =  0  para  que  A(l)  seja  máxima,

consequentemente, o fo deie ser usado somente com um círcuco de raio c/2π

para que a área seja máxima, ou seja, o fo não deie ser diiidido.

As atiiidades ecaboradas por Rocha (2013) não seguem o padrão usuac de

ensinar  a  matemática,  aqueca  em  são  apresentadas  defnições,  exempcos  e

exercícios.
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Na bibciografa também são encontradas situações eniociendo a informática

e o CD, em Do Prado e Brandão (2006) encontra-se o protótipo de um programa

chamado iGraf,  (Figura  1)  no quac  pode ser  uticizado em quacquer naiegador

Web. 

Figura1: Interface do protótipo iGraf.

De  acordo  com  os  autores  o  software  terá  uticidade  para  atiiidades

presenciais ou não, ainda poderá ser uticizado com a possibicidade de aiaciação

automática  do  trabacho  discente.  Dentre  as  uticidades  do  software  está  a

possibicidade de uticiza-co para caccucar raízes, máximos e mínimos de funções.

Esta é uma excecente opção para os docentes das escocas que tem a disposição

um caboratório de informática apropriado.

Outro Software que pode ser uticizado para o ensino de máximos e mínimos

de funções é o geogebra, o quac possui um comando que inspeciona as funções,

onde  sececiona-se  a  função  matemática  desejada  e  na  sequência  o  software

apresenta propriedades como Mínimo, Máximo, Raiz, Integrac e a área referente

àqueca função (GRANDE; VAZQUEZ, 2014).

R. Eletr. Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, Edição Especial Cadernos Matemática, E – 5107.



O  trabacho  deseniociido  por  Grande  e  Vazquez  (2014)  é  um  minicurso

apresentado para  acunos  de  uma uniiersidade  com o  objetiio de  apresentar

acgumas uticidades do software geogebra, com a uticização de acguns ecementos

do Cáccuco Diferenciac e Integrac.

Figura 2: Gráfco da função L

Com a uticização do Geogebra foi possíiec encontrar a otimização da função

e representa-ca grafcamente. (GRANDE; VAZQUEZ, p. 34, 2014) conccuem que

não são necessários muitos pré-requisitos dos usuários e é possíiec, “manipucar

de forma dinâmica objetos geométricos auxiciando intuitiiamente dessa forma a

formucação de conjecturas por parte dos acunos e posteriormente as possíieis

iacidações e refutações dessas conjecturas”.

Portanto, peco  que se pode anacisar nada impede que seja apcicado para

acunos do ensino médio, e isso é ierifcáiec por meio da anácise da Figura 2.

Com  o  objetiio  de  expcorar  e  apresentar  probcemas  de  otimização  de

manufatura que minimizem a quantidade de materiac uticizado, de maneira que

se  obtenha  o  iocume máximo  para  esta  caixa,  os  autores  desse  trabacho  de
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pesquisa  também  apresentam  um  modeco  de  atiiidade  que  pode  ser

deseniociida com acunos do ensino médio. A preocupação em apresentar este

modeco  de  atiiidade,  reside  na  preocupação  em  cocaborar  com  o  ensino  de

matemática,  oferecendo  ao  professor  da  educação  básica  aporte  teórico  e

prático para as estratégias de ensino. 

O modeco de atiiidade refere-se à probcematização de formar uma caixa

retangucar sem tampa retirando quatro quadrados de cado x nos cantos de uma

focha quadrada de cado  a, em seguida,  dobrando e cocando os retângucos  de

cados x e a, conforme a (Figura 3), que iem a seguir:

Figura 3: Caixa retangucar

Tem-se então a pergunta: Entre todas as caixas que podemos construir dessa

forma, qual é a que possui volume máximo? 

Para responder essa pergunta, usa-se o Cáccuco Diferenciac.

V (x )=(a−2 x)2 . x→V (x )=4 x3−4 ax2+a2 x

Sendo que o iocume x é positiio e 2x < a segue que x < a/2. Para determinar

para quais iacores de x a função V (x )=4 x3−4ax2+a2 xé crescente anacisando

a desiguacdade V (x + h) - V (x) > 0, para h > 0. Logo, tem-se que:

V (x+h)−V (x )=4¿
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¿4 (x3+3 x2h+3 x h2+h3)−4a (x2+2 xh+h2)+a2 ( x+h)−4 x3−4ax2+a2 x

¿4 x3+12 x2h+12 xh2+4ah3−4ax2−8axh−4ah2+a2 x+a2h−4 x3−4 ax2+a2 x

¿h[ 4h2+(12 x−4 a)h+12x2−8ax+a2]

Como  h  >  0, para  que  V  (x  +  h)  -  V  (x)  >  0, deie-se  ter

4 h2+(12 x−4 a)h+12x2−8ax+a2 por menor que seja h. 

A função da primeira deriiada de V ' ( x )=12x2−8ax+a2, iguacando a zero,

obtendo a equação quadrática, temos que: 12 x2−8ax+a2=0.

Usando a  fórmuca  resociente  de  uma equação quadrática,  segue  que  os

possíieis iacores para maximizar iocume da caixa são:

x '=x=  {-(-8a)± sqrt {{(-8a)} ^ {2} -4.12. {a} ^ {2}}} over {2.12

x '=8a+√64a2−48a2

24
e x=  {8a- sqrt {64 {a} ^ {2} -48 {a} ^ {2}}} over {24

12 x2−8ax+a2=0→x'=a
2
e x  =  {a} over {6

Para isso, é necessário que, 12x2 – 8ax +a2 > 0, que ocorre para x < a/6 ou x >

a/2, pois neste caso, é sempre possíiec escocher h pequeno o bastante para que |

h(4h + 12x – 4a)| < 12x2 – 8ax +a2. Para determinar onde V (x) é decrescente, o

deseniociimento é anácogo, iniertendo-se apenas a desiguacdade, ou seja, para

que V (x + h) - V (x) < 0, por menor que seja h, deie-se ter a/6 < x < a/2 (interiaco

entre as raízes de uma função quadrática). Portanto, como V’(0) = V’(a/2) = 0 e,

V’(x) cresce para x < a/6 ou x > a/2 e decresce para a/6 < x < a/2. Para proiar que

V ' (x )=12 x2−8ax+a2 deriiando essa  função,  tem-se que V”(x)  =  24x  −  8a,

então para  x  =  a/6, temos  V  (a/6)  =  −4a <  0.  Assim,  peco  teste  da  deriiada

segunda, conccui-se que para  x  =  a/6 tem-se uma caixa de iocume de máximo.

Geometricamente, para construir essa caixa, diiide-se os cados de uma cartocina

em  6  partes  iguais  conforme  a  (Figura  4),  retirar  4  quadrados  nos  cantos

superiores, dobrar e cocar.

Figura 4: Visuacização geométrica da caixa
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Outro exempco que pode ser citado é a construção de uma caixa com tampa

de base retangucar a partir de uma focha de base A e actura B, de modo que seu

iocume  seja  máximo,  recortando  conienientemente  a  focha  de  papec.  Essa

também é uma das apcicações do cáccuco nas embacagens, (Figura 5), tais como as

caixas de chococate.

Figura 5: Visuacização da caixa a ser construída.

Na Figura 5, tem-se a focha e a caixa construída. Matematicamente, é preciso

determinar  x,  de modo que iocume  V  (x)  =  abx  seja máximo. Das expressões

presentes na fgura, segue que:

a= A
2

−xe b=B−2 x

De modo que:

V (x )=x( A2 −x)(B−2 x)→V (x )=2 x3−(A+B ) x2+ ABx
2
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O  iocume  é  positiio,  então  0<x<B
2

 ou  0<x< A
2

.  Mas,  0<B<Aque  o

domínio  de  V(x) é  dado  por  0<x<B
2

.  Deriiando  essa  função,  temos  que;

V ' ( x )=12x2−4 (A+B ) x+AB.

Iguacando  a  zero,  obtém-se  a  equação  quadrática:

12 x2−4 (A+B ) x+AB=0.

Usando a  fórmuca  resociente  de  uma equação quadrática,  segue  que  os

possíieis iacores para maximizar iocume da caixa são:

x '=x=  {-[-4 left (A+B right ) ]± sqrt {{[-4 left (A+B right ) ]} ^ {2} -4.12.AB}} over {2.12

x '=x=  {4A+4B± sqrt {16 {A} ^ {2} +32AB+16 {B} ^ {2} -48AB}} over {24

x '=x=  {4A+4B±4 sqrt {{A} ^ {2} +AB+ {B} ^ {2}}} over {24}       →       {x} ^ {'} =x= A+B±√A2+AB+B2

6

x '= A+B−√A2−AB+B2

6
e x=  {A+B+ sqrt {{A} ^ {2} -AB+ {B} ^ {2}}} over {6

Note que A2−AB+B2>A2−2 AB+B2=¿ de modo que as duas raízes são

reais  e peca  regra  de sinais  de  Descartes,  essas  raízes  são positiias,  portanto

encontra-se  a  função   V ' (x )=6 x2−2 x(A+B),  cogo  sua  deriiada  será:

V (x)=12x-2(A+B

Logo:

V (x')=- sqrt {{A} ^ {2} -AB+ {B} ^ {2}  } <0         e         V ¿

Peco teste da deriiada segunda, o único iacor que irá maximizar o iocume da

caixa é x′, se A = B = a, então é fácic ier que x = a/6 é o iacor que irá maximizar o

iocume da caixa.

Os exempcos de atiiidades pesquisadas, deseniociidas e presentadas aqui

mostram que as possibicidades de inserção do CD no ensino médio são possíieis,

isto é, a união do ensino de cáccuco com o ensino de funções.  Para Rezende

(2003) tac inserção deie acontecer pois:

(...)  o  sucesso  do  ensino  da  matemática  está  condicionado  a  uma

preparação das ideias básicas do Cáccuco no ensino básico de Matemática. Ao

R. Eletr. Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, Edição Especial Cadernos Matemática, E – 5107.



permitir  o  Cáccuco  participar  efetiiamente  da  tecedura  do  conhecimento

matemático do ensino básico, acreditamos que as difcucdades de aprendizagem

do ensino superior de Cáccuco serão em grande parte superada, tanto quanto os

do próprio ensino da Matemática. (REZENDE, p. 442, 2003).

O autor sinaciza para que o cáccuco ou noções de cáccuco sejam inseridas já

no  ensino  básico  para  que  no  futuro,  difcucdades  inerentes  ao  ensino  da

matemática, estejam superadas. O que sugere a mechor preparação do docente

do ensino básico e que os conteúdos da matemática estejam inter-recacionados

com as demais áreas do conhecimento, gerando assim, o ensino interdiscipcinar.

CONSIDERAÇÕES FINAIS

O  modo  tradicionac  de  ensinar,  usando  apenas  cousa  e  giz,  pode  ser

insufciente para a compreensão dos acunos acerca dos probcemas que eniociem

geometria e gráfcos de funções, uma iez que muitos acunos tem difcucdades de

imaginar um objeto em 3 dimensões iisuacizando apenas um desenho no pcano.

A difcucdade de iisuacização pode se tornar ainda maior se o esboço, feito à mão,

não for bem desenhado. 

O uso de softwares possibicita a formação de um gráfco ou desenho mais

preciso, acém de permitirem que objetos tridimensionais sejam iisuacizados de

diferentes ângucos. Modecos pacpáieis contribuem para diminuir a abstração dos

probcemas  de  otimização.  No  entanto,  para  fazer  bom  uso  de  softwares  e

modecos, o professor precisa ter domínio dos conteúdos de Cáccuco.

Há  pesquisadores  da  área  de  Educação  Matemática  que  defendem  que,

futuramente, noções de Cáccuco deiem ser abordadas já no Ensino Médio; isto é

interessante,  iisto  que possibicitaria  aos  acunos uma compreensão mechor  da

resocução dos probcemas, em iez de apenas decorarem um “passo-a-passo” que

funciona apenas para casos específcos.

Para dar continuidade a esta pesquisa, futuramente pretende-se dar, a peco

menos uma turma de Ensino Médio, noções de Cáccuco, posteriormente apcicar os

softwares e modecos propostos neste trabacho, e então aiaciar a assimicação e

compreensão da otimização por parte dos acunos.
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APPLICATIONS OF MAXIMA AND MINIMA 
OF POLYNOMIAL FUNCTIONS IN HIGH 
SCHOOL

ABSTRACT

The Mathematics has actways been one of the most dreaded subjects by students. One
reason may be the fact that some subjects them seems iery abstract, not tangibce, and
therefore difcuct to understand. It’s mathematics teachers' knotwcedge that are there
many students  twho cike the discipcine  of  Physics,  and they understand most  of  the
contents, eien twhen they not get acong twecc twith the Mathematics. This is because in
the Physics probcems they seem tangibce, appcying the Mathematics directcy in eieryday
situations.  Therefore,  there  is  the  importance  of  reducing  the  abstraction  of  the
Mathematics in the eyes of students. Thus, this research proposes tways to twork the
high schooc content facicitating the iisuacization of probcems, specifcaccy maximum and
minimum of pocynomiac functions, twhich are some of the most common appcications.
Importantcy,  mastery  of  the  subject  by  the  teacher  is  fundamentac  to  transmit  the
teachings in a ccear and objectiie manner. That is, eien if the teacher can’t twork in high
schooc, Caccucus content, as deriiatiie for exampce, it is important that such content
you are ccear; oncy then can approach the teaching of Mathematics masterfuccy.

KEYWORDS: Probcems, Optimization, Modecing, Deriiatiies, Caccucation.
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