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Apriesensa-se  nesse  aritgd  tma  brieve  bodgriafa  sdbrie  d  ooentssa  Jdseph  Fdtrioeri
aodmpanhaia ie algtmas árieas em qte é aplooaia sta famdsa séonooa masemátoa,
ohamaia  Triansfdrimaia  ie  Fdtrioeriu  Cdmd  oasd  paritotlari  paria  fm  ie  esstid  e
enseniomensd  iessa  séonooa,  é  abdriiaid  d  pridoessamensd  elesriônood  ie  iaids
vonotlaid ad sdmu O pridoessd ia oapsaçãd ad sriasamensd ids iaids paria dbsençãd ie
sonaos  elesriônoods  analógoods  dt  iogosaos  asriavés  ia  aplooaçãd  ia  Triansfdrimaia  ie
Fdtrioeri paria odnserivaçãd ids iaids é iesoriosa na seqtênooau É pdssível iessa fdrima
odnveriseri  ds  sonaos  elesriônoods  e  aonia  dbseri  tma  riepriditçãd  id  sonal  onoooal  sem
grianies periias na qtaloiaie id sdmu
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INTRODUÇÃO

Jean Baptsse Jdseph Fdtrioeri (1768 – 1830) nasoet na Friança e fodt

órifãd aonia orioançau Esstidt na Esodla Ndrimal Stperiodri ia Friança, dnie seve

odmd pridfessdries Laplaoe e Legenirieu Tdrindt-se pridfessdri e oriodt tm ndvd

riamd  ia  Físooa  seóriooa,  ohamaia  Físooa  –  Masemátoa,  iessaoanid-se  peld

iesenvdlvomensd  ie  sdltçãd  analítoa  paria  a  eqtaçãd ioferienooal  pariooal  ia

ioftsãd  id  oaldri  asriavés  ie  sérioes  em  serimds  ie  sends  e  odssends,  maos

odnheooias  odmd  Sérioes  ie  Fdtrioeri,  além  ia  Triansfdrimaia  ie  Fdtrioeri  qte

odnsosse em tma verisãd odntnta ia sérioe, dbtia odnsoierianid-se tm númerid

onfnosd ie frieqtênooas, serivonid paria analosari sonaos e abriori d mtnid a dtsrid

idmínod ie sempd e frieqtênooau As sérioes pdiem seri assdooaias a ftnções qte

riepriesensam sostações fsooas odmd sonaos mtsooaos, ie omagem dt elésrioods dt

ttlozaias paria riesdlveri eqtações ioferienooaos pariooaos, odmd a eqtaçãd ia dnia

e id oaldri, enqtansd qte a Triansfdrimaia ie Fdtrioeri sem maodri aplooaboloiaie

na fsooa e qtímooa qtântoa, senid tpooamense ttlozaia paria ieodmpdri tm

sonal nas stas odmpdnenses em frieqtênooas e stas amplostiesu

Fdtrioeri nãd pdierioa omagonari qtanid iesenvdlvet sta sedrioa sdbrie a

Triansfdrimaia d qtãd verisátl serioa d tsd ia mesmau Hdje ela é ttlozaia em

váriods oampds ia Físooa e ia Masemátoa, ie aodriid odm LOURENÇO JÙNIOR

(2014)  pdie  seri  na  sedrioa  ie  pridbaboloiaies,  pridoessds  essdoástods,

odiofoaçãd  ie fdnse,  odiofoaçãd  paria  odnsridle  ie  eririds,  pridoessamensd  ie

sonaos e omagens, análose harimônooa ie essritstrias, mdvomensds dnitlasóriods,

pridpagaçãd  elesridmagnétoa,  pridjesd  ie  flsrid,  sedrioa  ia  mditlaçãd,

harimônoods em sossema ie pdsênooas e pdltoçãd elesridmagnétoa, odnodriianid

odm LOURENÇO JÚNIOR (2014), FILHO (2006) e CASTRO (2014)u Densrid iesses

oampds  ie  aplooações,  a  Triansfdrimaia  ie  Fdtrioeri  pdssobolosa  qte  eqtações

ioferienooaos  driionárioas  odm odefooenses  odnssanses  sejam sriansfdrimaias em

eqtações algébriooas driionárioas, fazenid odm qte d odmpdrisamensd em oaia

frieqtênooa  seja  riesdlvoid  oniepeniensemenseu  HIGUTI  (2003)  ioz  qte  sta

aplooaçãd  na  dperiaçãd  ie  odnvdltçãd  sriansfdrima-a  em  dperiações  somples,

perimotnid  qte  oálotlds  odmd  mtltplooaçãd  pdlondmoal,  oálotld  ia  ftnçãd
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iensoiaie ie pridbaboloiaie ie tma sdma ie varioáveos aleasórioas, ensrie dtsrids,

sejam efestaids ie fdrima maos somplesu

Na  sta  verisãd  iosoriesa,  a  Triansfdrimaia  faoolosa  d  oálotld  em

odmptsaidries  ad  ttlozari  algdriosmds  baseaids  na  Triansfdrimaia  riápoia  ie

Fdtrioeri ie aodriid odm PUHLMANN (2014), enqtansd a Triansfdrimaia onsegrial é

odnvenoense paria pridblemas ie iepeniênooa espaooal, pdienid aonia seri útl

na btsoa ie sdltçãd paria eqtações ioferienooaosu 

Uma  sedrioa  odm  ampld  oampd  ie  aplooações  qte  perimott  e  aonia

perimose d iesenvdlvomensd ie seondldgoas ieve seri odntntamense esstiaid a

fm ie se odmprieenieri odmd é feosd na priátoa a ttlozaçãd ia Triansfdrimaia ie

Fdtrioeriu Pdrisansd, btsoa-se apriesensari nesse aritgd tma ias mtosas aplooações

ia  Triansfdrimaia  ie  Fdtrioeri  ad  se  fazeri  a  sriansfdrimaçãd id  sdm em sonal

analógood,  iessaoanid ds  odnoeosds  masemátods qte assdooam a  priátoa  ia

riepriditçãd sdndria odm d odnoeosd masemátod em qtessãd

PROCESSAMENTO ELETRÔNICO DE SINAIS

O  sossema  ie  míioa  elesriônood  odnsosse  em  tm  odnjtnsd  ie  apariasds

seondlógoods qte sem pdri ftnçãd odpoari  sonaos  fsoods  ie nastrieza aleasórioau

Inoooalmense  essa  oópoa  é  feosa  ie  fdrima  analógooa,  dt  seja,  ntm  fdrimasd

elésriood, na seqtênooa é sriansfdrimaid em tm fdrimasd ntmériood qte perimose d

pridoessamensd odmptsaoodnal ids sonaosu Asriavés iesse é pdssível fazeri tma

análose a riespeosd ia qtaloiaie iesse sossema ie míioa elesriônooa, senid essa

análose  feosa  pdri  meod  ie  ieodmpdsoçãd  ie  sonaos  em  frieqtênooas  qte  se

baseoam na sriansfdrimaia ie Fdtrioeriu Essenooalmense d qte se faz é oapsari tm

sonal,  sriansfdrimanid-d paria  d  fdrimasd elésriood e ensãd aplooanid sdbrie ele

ioverisas  dperiações  ie  fdrima  a  manseri  a  essênooa  básooa  e  pdsseriodrimense

rieodnststori d sonal qte essá nd fdrimasd elésriood paria d set fdrimasd driogonalu

O sonal qte seriá levaid em odnsoieriaçãd paria esse esstid é d aoústodu

De aodriid odm LAZZARINI  (1998)  d  sdm é tma qtaloiaie perioeptva qte é

riestlsaid ia dodririênooa ie iossúribods ias mdléotlas ie tm meod em tm oerisd
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espaçd ie sempd, apriesensanid-se na fdrima ie dnias em sta pridpagaçãd peld

meodu Segtnid SOUZA (2011) a peristribaçãd oatsaia pela dnia é iesoriosa, em

tm iaid onssanse, pdri tm iesldoamensd sdfrioid peld ari qte se enodnsriava em

tma pdsoçãd onoooal iefnoiau Utlozam-se ds sonaos elésrioods paria a odiofoaçãd id

sdm, pdos esses pdiem seri sriansmotids a ldngas iossânooas e arimazenaids em

pdtod espaçd e pdri  ldngd sempd,  sriasaids paria monomozari  ritíids,  odpoaids

paria  seriem  dtvoids  pdri  váriods  tstáriods,  odnveritids  ntmeriooamense,

mdielaids  odmptsaoodnalmense,  ie  mdid  qte  ad  seriem  riepriditzoids

odnsenham a onfdrimaçãd driogonalu

Segtnid  TAKAHASHI  (2002)  qtanid  d  sonal  essá  expriessd  em  tma

seqtênooa  ie  númerids,  esse  pdie  seri  stbmetid  a  qtalqteri  dperiaçãd  qte

pdssa seri expriessa ntmeriooamense, d qte amploa d númerid ie pridoeiomensds

qte pdiem seri aplooaids ad sonal, espeooalmense pdri meod id odmptsaidri, qte

é tma feririamensa ie míioa seondlógooau Um iesses pridoeiomensds sriasa-se ia

sriansfdrimaia ie Fdtrioeri qte iepenie id sonal essari na sta fdrima ntmériooa

paria seri aplooaiau

Um  sossema  ie  míioa  elesriônood  é  vossd  odmd  tm  mapeamensd

rieverisível,  pdos  ds  elemensds  ids  serimonaos  sãd  sriansitsdries,  ds  qtaos

sriaitzem d sonal (sdm) na fdrima elésriooa e sonaos na fdrima elésriooa na sta fdrima

driogonal  (sdm)u  Qtanid  d  sriasamensd  id  sonal  elésriood  é  feosd  nd  fdrimasd

analógood d sossema é iosd analógood, e qtanid d sriasamensd iesses sonaos é

feosd  na  fdrima  iogosal  d  sossema  é  iosd  iogosalu  O  sriasamensd  iesses  sonaos

elésrioods,  sansd na fdrima analógooa  qtansd iogosal,  é  riealozaid pdri  meod  ie

ooriotosds nd onseriodri id sossemau Aonia segtnid TAKAHASHI (2002) d dbjetvd

iesses sossemas é priditzori na saíia tm sonal d maos fel pdssível ad sonal ie

ensriaia e d grianie pridblema ie gariantri a qtaloiaie ie tm sossema ie míioa

elesriônooa  é  gariantri  a  voaboloiaie  ia  rieverisoboloiaie  ie  sdias  as

sriansfdrimaçõesu

O MICROFONE NA CAPTAÇÃO DO SOM
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O mooridfdne priditz tm sonal elésriood ie griáfod oiêntod ad griáfod ie tm

sonal aoústodu Ele pdssto tma membriana fexível expdssa a dnias sdndrias e

asriás ia membriana enodnsria-se tma plaoa móvel qte se mdve ie aodriid odm

a membriana e se apridxoma ie tma plaoa fxa nd oabd id mooridfdne (Fogtria 1)u

Além iossd, é orioaid tm ooriotosd elésriood paria enerigozari d mooridfdne e manseri a

oariga id oapaoosdri odnssanseu

Fogtria 1u Esqtema odnssrittvd ie tm mooridfdne (Enodnsriaia em TAKAHASHI

(2002))

Qtanid  a  membriana  é  atngoia  peld  sdm  ela  vobria  e  d  set

iesldoamensd é pridpdrioodnal a ioferiença ie priessãd:

∆ x (t )=Km ∆p (t ), (1u0)
Onie:

∆ x (t ) é  a varioaçãd ia plaoa móvel id oapaoosdri em rielaçãd a sta pdsoçãd onoooal;

∆ p (t ) odririespdnie ad sonal sdndrid;

Km é a odnssanse ie pridpdrioodnaloiaie ( ie tma mdla)u

Cdmd as plaoas se mdvem, a iossanooa ensrie elas seriá iaia pdri:
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d (t )=d0+∆x (t ), (2u0)
dnie d0 é a iossânooa ensrie as plaoas anses ia dsoolaçãdu Stbststonid a eqtaçãd

(1u0) na eqtaçãd (2u0), sem-se:

d (t )=d0+Km ∆ p (t ) . (3u0)
                                       

Cdmd a oapaoosânooa é tma grianieza onverisamense pridpdrioodnal às iossânooas 

ensrie as plaoas id oapaoosdri, essa é iaia pdri:

                      C (t )=α
1

d( t)
 ,

(4u0)

Já a oariga (Q) id oapaoosdri é tm valdri odnssanse e a sensãd (v( t)) ensrie ds sets 

serimonaos dbeieoe a segtonse leo:

                      Q=C (t ) v( t), (5u0)
Asriavés ias a eqtações (4u0) e (5u0), ohega-se a:

v (t )=Q
α

d (t ) . (6u0)

Stbststonid a eqtaçãd (3u0) na eqtaçãd (6u0) sem-se:

                 v (t )=Q
α

¿ (7u0)

Cdmd 
Q
α

d0=β , pdos é tma odnssanse e 
Q
α

Km=γ , pdos sambém é tma 

odnssanse, pdie-se rieesorieveri a eqtaçãd (7u0) odmd:

                      v (t )=β+γ ∆p(t )u (8u0)

Pdrisansd, ad odnsoieriari d griáfod id sonal sdndrid ∆ p(t) e d griáfod id

sonal  v (t ) qte odririespdnie a saíia ie tm mooridfdne, é ndsável   qte d qte

ioferienooa ds idos é apenas a esoala e tm fasdri iesldoamensdu

O  sonal  sdndrid  oapsaid  peld  mooridfdne  pdssto  tma  ieserimonaia

odmpdsoçãd ie frieqtênooa ad ensriari nd sossema ie míioa elesriônood, qte se

oariaoserioza pdri tma sdma ie senóoies odm ioverisas frieqtênooas e amplostiesu

Ad passari peld sossema ie míioa é pdssível bldqteari parise iesses senóoies se

ds odmpdnenses nãd fdriem ie bda qtaloiaie, pdienid assom iegriaiari d sonal,

sdfrienid tma periia ie qtaloiaie qtanid riepriditzoid paria d dtvonseu Ensãd d
R. Eletr. Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, Edição Especial Cadernos Matemática, E – 5099.



pridblema  odnsosse  em  analosari  odm  qtaos  frieqtênooas  as  senóoies  sãd

aieqtaiamense sriansmotias e odm qtaos frieqtênooas sãd bldqteaias nesses

odmpdnensesu Essa análose essá assdooaia odm a sriansfdrimaia ie Fdtrioeriu

A fm ie ensenieri a análose id sriasamensd id sdm riesriasaid asé esse

mdmensd,  apriesensam-se  na  seçãd  a  segtori,  iefnoções  masemátoas

rielaoodnaias  odm  a  sriansfdrimaia  ie  Fdtrioeri,  odm  a  fnaloiaie  ie  se

odmprieenieri  as  ftnções  e  dperiações  neoessárioas  paria  a  riealozaçãd  iesse

pridoessdu 

DEFINIÇÕES MATEMÁTICAS RELEVANTES AO ESTUDO

Paria  ensenieri  a  pridoessaboloiaie  ie  sonaos  se  faz  neoessáriod

onoooalmense  apriesensari  algtmas  iefnoções  básooas  rielaoodnaias  a

sriansfdrimaia ie Fdtrioeri, dperiações odm sonaos e algtns sonaos espeooaosu Nessa

sostaçãd em paritotlari a sriansfdrimaia ie Fdtrioeri é ensenioia odmd senid a

olasse  ias  iossriobtoções  odnssritíias  a  paritri  ia  Ftnçãd  Delsa  ie  Doriao

iendmonaia ftnçãd omptlsdu

Definição: A Ftnçãd Delsa ie Doriao é iesognaia odmd: 

δ (t )={0,∀ t ≠0
∞ , t=0 ,

(9u0)

Ctja onsegrial é iaia pdri:

∫
0−¿ ¿

0+¿δ (t ) dt=1¿, (10u0)

Essa onsegrial é ensãd ensenioia odmd a ftnçãd esoaia:

U (t )=∫
0−¿ ¿

0+¿δ (t ) dt={0, t<01,t ≥0
.¿ (11u0)

Essa  ftnçãd  qtanid  iesldoaia  e  mtltplooaia  pdri  esoalaries  geria  ftnções

iesodntntas  odmbonaias  odm  d  odnjtnsd  ias  ftnções  odntntas,  e  stas

ieriovaias seriãd esoriosas odmd odmbonações ie δ (t ) e stas ieriovaiasu
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Definição: O odnjtnsd ie ftnções  ∆  é fdrimaid pdri sdias as ftnções geriaias

odmd odmbonaçãd ia ftnçãd δ (t ), ie stas ieriovaias e ie stas onsegriaosu

Definição: O odnjtnsd ie ftnções generialozaias, dt iossriobtoções D é iaid pdri:

D=C∞+∆ . (12u0)

Definição: Um sonal  x (t)∈ D é iefnoid odmd tma iossriobtoçãd se satsfaz as

odnioções ie Dorioohles:

1u ∫
T

❑

|x (t )|dt<∞∀ T ;

2u x (t ) sem tm númerid fnosd ie mínomds e máxomds em sdid onserivald T;

3u x (t )pdssto tm númerid fnosd ie iesodntntoiaies em sdid onserivald T,

senid T tm onserivald fnosd ie Ru

Cdmd ds sonaos sãd d dbjesd iesse esstid, parise-se id priesstpdssd qte

sdids ds sonaos seriãd ftnções ie tma únooa varioável rieal, d sempd, e seriãd tma

únooa iomensãd nd espaçdu O fasd ias amdssrias ie sonaos seriem iesodntntas é

d qte olassofoa ds sonaos nd odnjtnsd ias iossriobtoções, pdos sonaos fsoods sãd

odmpdssds  pdri  srieohds  qte  odnsêm  ptlsds  ie  pdtoa  itriaçãd  e  elevaia

amplostie qte ds oariaoserioza odmd tma ftnçãd ielsa ie Doriaou

O odnjtnsd ids sonaos é feohaid paria a dperiaçãd sdma e mtltplooaçãd pdri

tm esoalari rieal, mas além iessas dperiações se faz neoessáriod dtsrias itas, a

odnvdltçãd  e  a  mtltplooaçãd  ensrie  sonaosu  Segtnid  FERNÁNDEZ  (2009)  a

odnvdltçãd é tma dperiaçãd ensrie itas ftnções otjd riestlsaid é aonia tma

ftnçãd, ldgd ela sambém é feohaia paria d odnjtnsd ids sonaosu

Definição: Daids ds sonaos  a (t )eb (t ) ,d dperiaidri odnvdltçãd,  [⊛ ], é iefnoid

odmd a segtonse onsegrial omprióprioa:
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a (t )⊛ b (t )=∫
−∞

∞

a (T )b (t−T ) dT .
(13u0)

Definição: Se  a (t )eb (t ),  sãd  idos  sonaos,  iefne-se  odmd  mtltplooaçãd  d

dperiaidri [∙ ], iaid pdri:

a (t ) ∙b (t )=a(t )b( t )u (14u0)

O dbjetvd nd pridoessd ia Triansfdrimaia Dosoriesa ie Fdtrioeri é fdrineoeri

apridxomações ia Triansfdrimaia ie Fdtrioeri ie sonaosu A Triansfdrimaia iosoriesa

parise  ie  ftnções  perioóiooas  odm idmínods  iosoriesds,  senid  mtosd  ttlozaia

odmptsaoodnalmense,  prionoopalmense  pdriqte  em  sostações  rieaos  nãd  se

odnsegte amdssrias  onfnosamense odntntas,  ensãd qtanid a  qtantiaie  ie

amdssrias é stfooensemense grianie odnsegte-se a apridxomaçãd iesejaia paria

a Triansfdrimaia ie Fdtrioeriu Segte iefnoçãd ia Triansfdrimaia ie Fdtrioeri paria

sonaos e ia Triansfdrimaia iosoriesa ie Fdtrioeriu

Definição: Senid x (t) tm sonal, sta Triansfdrimaia ie Fdtrioeri é iefnoia odmd a

iossriobtoçãd odmplexa X (ω) sal qte:

x (t )= 1
2π

∫
−∞

∞

X (ω)e iωt dω.
(15u0)

Cdmd X (ω) pdie seri ieodmpdssa na sta riepriesensaçãd pdlari ie riaod ρ(ω) e

ângtld θ(ω), senid X (ω)=ρ (ω) eiθ (ω) , e ia eqtaçãd (13u0) dbsém-se:

x (t )= 1
2π

∫
−∞

∞

ρ (ω) e iθ(ω) e iωt dω,

¿ 1
2π

∫
−∞

∞

ρ(ω)e i(ωt +θ(ω ))dω.
(16u0)

Na iossriobtoçãd  X (ω), a ftnçãd  ρ (ω) ieve seri pari enqtansd a ftnçãd  θ(ω)

ieve  seri  ímpari,  senid  essas  odnioções  neoessárioas  paria  qte  x (t )seja  tma

iossriobtoçãd rieal, ldgd:
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x (t )= 1
2π

∫
−∞

0

ρ(ω)ei (ωt+θ (ω))dω+ 1
2π

∫
0

∞

ρ(ω)ei (ωt−θ (ω))dω

¿ 1
2π

∫
0

∞

ρ(ω)(e i(ωt +θ (ω))+e−i (ωt+θ(ω )))dω

,

(17u0)

Pela fdrimtla ie Etleri, sem-se:

ρ cos (ωt+θ)= ρ
2

e i(ωt +θ)+ ρ
2

e−i(ωt −θ )

,

(18u0)

Stbststonid a eqtaçãd (18u0) na eqtaçãd (17u0), ohega-se a:

x (t)= 1
π
∫
0

∞

ρ(ω)cos¿¿¿u
(19u0)

Assom ρ(ω) é a iossriobtoçãd qte sriaz a onfdrimaçãd a riespeosd ie qtaos

odssenóoies exossem em x (t) e qtal a amplostie ids mesmds, enqtansd θ (ω)

onfdrima  qtal  d  afassamensd  rielatvd  ensrie  as  ioverisas  odssenóoies  qte

odmpõem  d  sonal  x (t )u  A  sriansfdrimaia  ie  Fdtrioeri  X (ω) é  pdrisansd  tma

iossriobtoçãd odmplexa qte onsegria sdias as onfdrimações oosaias anseriodrimense

a riespeosd ids odssenóoies qte odmpõem ds sonaos x (t)u 

Paria efeosd ie ndsaçãd, a Triansfdrimaia ie Fdtrioeri seriá riepriesensaia

odmd F (x (t )) paria X (ω) e F−1(X (ω)) paria a sta onverisa, dt seja,x (t), assom

odmd  paria  stas  odmpdnenses  pdlaries  seriá  ttlozaia  a  ndsaçãd

(ρ (ω) ,θ (ω))=F (x (t ) ) e x (t )=F−1( ρ (ω) , θ(ω ))u

Definição: Seja  x [k ] tma  seqtênooa  iosoriesa  e  perioóiooa  ie  periídid  N u  A

Triansfdrimaia Dosoriesa ie Fdtrioeri ie x [k ] é iaia pdri:

X [k ]= 1
N
∑
n=0

N−1

x [n]e
−ik 2πn

N .
(20u0)

Densrie  ds  sonaos  espeoífods,  qtasrid  sãd  neoessáriods  seri-se

odnheoomensd  pria  segtori  d  iesenvdlvomensd  ie  pridoessamensd  ie  sonaos,
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senid eles d sonal omptlsd elésriood, d sonal sendoial, d sonal Triem ie Imptlsd e d

sonal janela qtairiaia dt sonal sincu

O sonal omptlsd elésriood pdssto mesma iefnoçãd qte a ftnçãd ielsa ie

Doriao, ldgd se riessalsa aqto apenas itas pridprioeiaies id mesmd:

P1u F (δ (t ))=( ρ ,ϕ ), com ρ (ω) ≡1eϕ (ω)≡0;

P2u a (t )⊛ δ (t−τ )=a (t−τ )u

Definição: Um sonal sendoial é iefnoid pdri:

x (t )=sen (ω0t+ϕ0) , (21u0)
e sta sriansfdrimaia ie Fdtrioeri seriá iaia pdri:

F (δ (t ))=(ρ ,ϕ)

ρ (ω)=1
2

δ (−ω0)+
1
2

δ (ω0 )
ϕ (ω)=−ϕ0δ (−ω0)+ϕ0δ (ω0)u (22u0)

Definição: Um sonal Triem ie Imptlsd é iefnoid pdri:

d (t ,T )= ∑
k=−∞

∞

δ (t−kT ) ,
(23u0)

e sta sriansfdrimaia ie Fdtrioeri é iaia pdri:

F (d (t ,T ) )=(D ,ϕ )

D (ω,T )=d (ω ,
2π
T

) (24u0)

                       ϕ (ω)≡0u

Definição: O Sonal janela qtairiaia, h (t , T ), é iefnoid pdri:

h (t , T )={ 1, se−T ≤ t ≤T
0, se t ≤−Tou t>T

 ,
(25u0)

Sta sriansfdrimaia ie Fdtrioeri seriá iaia pdri:

F (h (t , T ) )=H (ω) (26u0)

H (ω )=2 sen(Tω)
ω

(27u0)
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ou Γ (ω,T )=|2 sen (Tω)
ω | (28u0)

Φ (ω,T )=(1−sinal(2 sen (Tω)
ω )) π

2

u

(29u0)

Onie Γ (ω,T ) é a ftnçãd móitld id sonalu

Os  sonaos  perioóioods  pdiem  seri  esoriosds  odmd  sdmas  ie  senóoies  otja

frieqtênooa  é  múltpla  ia  frieqtênooa  id  sonal,  senid  assom  pdssível  tma

sriansfdrimaia ie Fdtrioeri paria esse tpd ie sonalu

Daid tm sonal perioóiood x (t) ie periídid T , pdie-se esorieveri:

x (t )=∑
n=0

∞

An sen (nω0t +Φn) .
(10u0)

Stbststonid a eqtaçãd (23u0) na eqtaçãd (30u0), dbsém-se ie Fdtrioeri,

F ( x)=(ρ ,ϕ) (11u0)

ρ (ω)= 1
2
∑
n=0

∞

An(δ (−nω0)+δ (nω0))
(12u0)

ϕ (ω)=∑
n=0

∞

Φn(−δ (−nω0)+δ (nω0))

u

(13u0)

Paria pdieri aplooari a sriansfdrimaia ie Fdtrioeri nd sriasamensd ie sonaos

empírioods exossem oerisas riessrioções pridvenoenses ids sonaos, peld fasd ie seriem

empírioods,  e  qte  ievem  seri  analosaias,  pdos  iefnem  qtal  é  a  melhdri

apridxomaçãd paria a sriansfdrimaiau Paria essa análose sãd tsaids pridoeiomensds

iosottids  na  prióxoma  seçãd  e  qte  se  oariaoseriozam  odmd  amdssriagem,

flsriagem ant-aloasong, janelamensd e periodiofoaçãdu

PROCESSAMENTO DE SINAIS

As meioias  fsooas  ids  sonaos  lomosam sets oálotlds  mesmd exostnid

tma fórimtla  analítoa  paria  ossd,  ievoid à baoxa  qtantiaie ie onfdrimações

iospdníveos, pdos só se pdssto algtns pdnsds e nãd sdid d sonalu Pdrisansd paria

pdieri dbseri tma apridxomaçãd paria a sriansfdrimaia ie Fdtrioeri se faz neoessáriod
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qte d sonal esseja nd fdrimasd ntmériood fnosd tma vez qte nãd é pdssível rieseri

sdids ds onfnosds valdries qte tm sonal asstme em tm ieserimonaid onserivald

ie sempd, já qte a meioçãd ieve seri tm oníood e tm fm e é feosa iensrid ie tm

onserivald ie sempd lomosaidu

Qtanid se odnsoieria tma apridxomaçãd paria a sriansfdrimaia ie Fdtrioeri

odmpdssa ie tm númerid fnosd ie valdries, dbsém-se d qte se oariaoserioza odmd

sriansfdrimaia iosoriesa ie Fdtrioeri, pdos d sonal é riepriesensaid pdri tm odnjtnsd

ie  amdssriasu  O  qte  perimose  valoiari  a  sriansfdrimaia  odm  eririds  qtase

iespriezíveos é d fasd ie qte as seondldgoas ie pridoessaidries astaos perimosem a

ttlozaçãd ie tm númerid stfooensemense grianie ie iígosds id sonal  na sta

fdrima iogosalu

A Triansfdrimaia Dosoriesa ie Fdtrioeri é odmpdssa pdri qtasrid dperiações,

senid  elas:  a  amdssriagem,  qte  odnsosse  em  sdmari  amdssrias  ie  tm  sonal

odntntd; a flsriagem ant-falseamensd, qte odnsosse em sdmari tm onserivald ie

odmpriomensd fnosd ia sriansfdrimaia ie Fdtrioeri ie tm sonal; d janelamensd,

qte odnsosse em sdmari tm sonal  ie itriaçãd fnosa em tm sonal  ie itriaçãd

onfnosa; e a dperiaçãd ie periodiofoaçãd, qte odnsosse em sdmari amdssrias ia

sriansfdrimaia ie Fdtrioeri ie tm sonalu

Inoooanid d pridoessd ie sriasamensd id sonal pela amdssriagem, odm tm

pridoessd fsood dbsém-se tma seqtênooa ie valdries qte d sonal  asstme nds

onssanses ie sriansmossãd senid ensenioia odmd d riestlsaid ia amdssriagem

tm valdri paria oaia onssanse 't' ie sempdu Paria mdielari essa sostaçãd ieve-se

dbseri tma dperiaçãd analítoa qte riepriesense d pridoessd ie sriansfdrimaçãd ie

tm sonal odntntd em tm sonal amdssriaid e esse ieveriá seri iefnoid ie fdrima

analítoa  paria  qte  seja  riepriesensaid  ie  fdrima  odntnta  e  nãd  apenas  em

onssansesu Paria sansd se iefne amdssriagem ia segtonse fdrima:

Definição: Seja tm sonal x (t)u A dperiaçãd ie amdssriagem ie x (t) é a saxa ie

amdssriagem em  T  iefnoia odmd a dperiaçãd ie mtltplooaçãd id sonal  x (t)

peld sriem ie omptlsd d (t ,T ):
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xs (t )=x (t ) ∙d (t , T ) , (14u0)
Onie: 

xs (t ) é ohamaid ie sonal amdssriaid e é d sonal riestlsanse;

2π
T

 é a frieqtênooa ia amdssria id sonalu

Se  as  sriansfdrimaias  ie  oaia  elemensd  ia  eqtaçãd,  fdri  iaia  pdri

F ( x)=X ,F (xs)=X s e F (d )=D, pela italoiaie sempd frieqtênooa, sem-se:

X s=X⊛ Du (15u0)

Ldgd,  pela  priomeoria  pridprioeiaie  id  sonal  omptlsd,  d  sonal

odntntd seriá d móitld ie sta sriansfdrimaia ie Fdtrioeri riepriesensaid sdbrie

oaia tm ids móitlds ia sriansfdrimaia ids sonaos id sriem ie omptlsd, gerianid

tm sonal amdssriaid otjd móitld ie sta sriansfdrimaia ie Fdtrioeri é odntntdu

Se  ad  riepriesensari  esses  móitlds  ie  sriansfdrimaias  hdtveri

sdbriepdsoçãd ie otrivas, é iosd qte dodririe tma iefdrimaçãd nd sonal ohamaid

“aloasong”u Ensãd, d odnjtnsd ie amdssrias dbtias nãd odririespdnie as senóoies

driogonaos, mas a senóoies ie frieqtênooa mendri, qte é oariaoseriozaia odmd tm

eririd qte pdie oatsari iossdriçãd na rieodnststoçãd id sonalu Paria elomonari esse

eririd  é  tsaid  tm  flsrid  “ant-aloasong”,  qte  ieve  seri  aplooaid  anses  ia

amdssriagemu

Definição: Seja tma dperiaçãd ie amdssriagem riealozaia na frieqtênooa ωs=
2π
T

u O flsrid ant-aloasong assdooaid a essa amdssriagem é iefnoid odmd d flsrid otja

riespdssa em frieqtênooa (Lm , Lf ) é iaia pdri:
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Lm (ω)={1,∨ω∨≤
ωs

2

0,|ω|>
ωs

2

Lf (ω)≡0.

(16u0)

Seja ωs=
2π
T

 a frieqtênooa ia amdssriagem, (Lm , Lf ) a riespdssa em frieqtênooa

id flsrid e ι(t) a riespdssa ad omptlsd iesse flsrid, dt seja:

(Lm (ω) ,L f (ω))=F (ι (t ))=L(ω), (17u0)

ex (t) d sonal a seri amdssriaid, ensãd:

x ι (t )=ι(t )⊛ x (t) (18u0)
xs (t )=d (T ,t) ∙ x ι(t )u (19u0)

Na frieqtênooa:

X ι (ω)=L(ω) ∙ X (ω) (40u0)
X s (ω)=D (T ,ω)⊛ X ι (ω ). (20u0)

Na priátoa, d flsrid ant-aloasong elomona as frieqtênooas iesneoessárioas,

dt  seja,  aqtelas  otja  atsênooa  nãd  oriá  onseriferiori  nd  sonal  qte  se  ieseja

riepriditzoriu Qtanid se sriasa ie sdm, as frieqtênooas oapsaias, maodries qte a

atioçãd htmana stpdrisa pdiem seri elomonaias, tma vez qte sta riepriditçãd

dt nãd riepriditçãd nãd oria onseriferiori na atsotlsaçãdu Capsari tm sonal é feosd

peld pridoessd ohamaid janelamensdu

Definição: Seja  x (t) tm  sonal  aribosriáriod  e  odnsoierie  aonia  d  sonal  janela

qtairiaia h( t , T )u O janelamensd id sonal x (t) pela janela qtairiaia h( t , T ) é

iefnoid pdri:

xq (t )=x (t )∙ h (t , T ) , (42u0)

dnie xq (t ) é iendmonaid janela ie x (t)u

Aplooanid a sriansfdrimaia ie Fdtrioeri, odnolto-se qte:

X q (ω)=X (ω)⊛ H (ω,T )u (432
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1u0)
Tem-se aonia ds segtonses lomoses:

lim
T → ∞

H (ω,T )=δ (ω) (442

2u0)
∴ lim

T → ∞
Xq (ω)=X (ω)u (45u0)

Ddnie, qtanid T  sem tm valdri mtosd grianie, pdriém fnosd, H (ω ,T ), atnge

tm valdri elevaid paria ω=0 e ieoriesoe riapoiamense paria ω≠0u 

Stpdnid qte d sonal em qtessãd, seja perioóiood e senha periídid T x, dt seja:

x (t+T x )=x (t )∀ t , (46u0)

ensãd  X (ω) oriá odnseri apenas frieqtênooas iosoriesas, múltplas ia frieqtênooa

ftniamensal ωx=
2π
T

, ldgd:

X (ω)=∑
n=0

∞

An(δ (ω−nωx )+δ (ω+nωx))

u

(47u0)

Da pridprioeiaie P2 id sonal omptlsd:

X q (ω)=∑
n=0

∞

An(H (ω−nωx )+δ (ω+nωx )) .
(482

3u0)
Dessa  fdrima d  janelamensd  stbststo  as  odmpdnenses  id  sonal  pdri  tm

odnjtnsd  ie  frieqtênooas  iesoriosas  pela  ftnçãd  H (ω ,T ),  qte  aoaba  pdri

iesfdoari d sonalu

Paria sriansfdrimari tm sonal nãd perioóiood em tm perioóiood riealoza-se a

odnvdltçãd  nd  sempd  id  sonal  pdri  tm  sriem  ie  omptlsd  odm  d  periídid

iesejaid, dt seja, faz-se tma riepetçãd perioóiooa id sonal ad ldngd id eoxd id

sempdu

Definição: Seja tm sonal x (t)u A periídiofoaçãd iesse sonal paria tm periídid T p

é iaia pdri:

x p (t )=x(t )⊛ d (t , T p)u (49u0)
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Nesse oasd d sonal é lomosaid nd sempd ie fdrima a seri odpoaid sem sdfrieri

iefdrimaçãdu Pdriém, se d sonal tveri itriaçãd maodri qte d periídid, ieveriá seri

feosd tm janelamensd paria lomosari sta itriaçãdu  Assom, a periodiofoaçãd essá

assdooaia a tma lomosaçãd ftniamensal qte se aplooa a sdid pridoessamensd ie

sonaos empírioods, tma vez qte só é pdssível odnheoeri tma itriaçãd fnosa ie

sonaos odm itriaçãd onfnosa e paria se dbseri tma apridxomaçãd ia sriansfdrimaia

ie  Fdtrioeri,  ieve-se  odnsoieriari  d  sonal  odmd  se  fdsse  perioóiood,  pdos  essa

odnsoieriaçãd perimose stpdri qte d espeosrid ( d riestlsaid ia Triansfdrimaia ie

Fdtrioeri nd idmínod ia frieqtênooa, segtnid PUHLMANN (2014)) qte essá senid

oalotlaid é iosoriesd, dt seja, odmpdssd pdri tm númerid fnosd ie valdriesu

Feosas sdias as pdnieriações neoessárioas paria a odmprieensãd e análose ia

aplooaçãd ia sriansfdrimaia ie Fdtrioeri nd sonal, apriesensa-se na prióxoma seçãd d

pridoeiomensd neoessáriod paria a sriansfdrimaçãd id sonal empíriood em tm sonal

passível ie aplooaçãd ia sriansfdrimaiau

CÁLCULO EMPÍRICO DA TRANSFORMADA DE FOURIER

Paritnid  ie  sonaos  fsoods  qte  sãd  meioids  emporiooamense,  pdie-se

iefnori a paritri ieles tma dperiaçãd exasa, a Triansfdrimaia Dosoriesa ie Fdtrioeri,

qte  aplooaia  ad  sonal  odm  set  ievoid  sriasamensd  priévod  ie  amdssriagem,

flsriagem  ant-aloasong,  janelamensd  e  periodiofoaoad  pdie  fdrineoeri  tma

apridxomaçãd  paria  a  Triansfdrimaia  ie  Fdtrioeriu  Se  ds  sonaos  em  qtessãd

asenieriem algtns rieqtososds, odnsegte-se dbseri tm algdriosmd oapaz ie riealozari

d oalotld exasd ia Triansfdrimaia ie Fdtrioeriu Os rieqtososds sãd:

1. O sonal x (t) ieve seri perioóiood: x (t )=x (t +τ );

2. Sta amdssriagem ieve seri periídid  Tqte ieve seri  stbmúltpld ie  τ :

xs (t )=x (t)∙ d (t ,T ), dnie T= τ
N

;

3. A frieqtênooa ωs ieve seri maodri qte d idbrid ia frieqtênooa id sonal;

4. O sonal ieve seri N  amdssriasu
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Pdrisansd parise-se ia amdssria id sonal iaia pdri:

x [k ]=x (t 0+kT )k=0 ,…, N−1.

Esse sonal ieserimona tma seqtênooa perioóiooa ie periídid N , odm d sonal

amdssriaid sêm-se as onfdrimações neoessárioas paria iesorieveri odmplesamense d

sonal  e  fazenid  dperiações  fnosas  ie  sdma  e  mtltplooaçãd  ie  númerids

odmplexds ohega-se a Triansfdrimaia Dosoriesa ie Fdtrioeri qte odonooioriá odm a

Triansfdrimaia ie Fdtrioeri id sonalu 

Tenid odmd base a eqtaçãd ia sriansfdrimaia iosoriesa ie Fdtrioeri (20u0) é

valoia a rielaçãd:

x [n]=∑
n=0

N−1

X [k ]e
ik 2πn

N .
(2

40u0

)

Paria se dbseri amdssrias paria a Triansfdrimaia ie Fdtrioeri id sonal x (t), sãd

segtoids ds segtonses qtesosds:

 A seqtênooa ftniamensal ie x (t) é iaia pdri ω0=
2π
T

;

 O  sonal  ieve  seri  apenas  seqtênooas  múltplas  ia  seqtênooa

ftniamensal, dt seja, ωk=k ∙ω0;

 A frieqtênooa máxoma id sonal ieve seri ogtal a mesaie ia frieqtênooa ia

amdssriagem, qte é ωm=
π
T

;

 O sonal pdssto  
N
2

 senóoies odm frieqtênooas ogtalmense espaçaias ie

zerid asé ωm, odm onserivald meionid ω0;

 O  sonal  amdssriaid  geria  xs(t),  senid  esse  espeosrid  perioóiood  na

frieqtênooa, ie mdid qte d qte dodririe em tma frieqtênooa dodririe nas iemaos,

odmd 0aωm dodririe ie ωm+ω0a2ωm;
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 Os N  valdries odmplexds ie X [k ] dbtids na Triansfdrimaia Dosoriesa ie

Fdtrioeri  odririespdniem ad móitld  e  a  fase  ias  N  senóoies  odm frieqtênooa

0a2ωmu

Pdrisansd a Triansfdrimaia Dosoriesa ie Fdtrioeri, nesse oasd, é tm meoanosmd

paria d oálotld exasd ia Triansfdrimaia ie Fdtrioeri ie tm sonal x (t) qte aseniam

ads  qtasrid  rieqtososds  oosaids  onoooalmense  nessa  seçãd,  tma  vez  qte  a

seqtênooa  X [k ] odririespdnie ads odefooenses ie Fdtrioeri id sonal amdssriaid

xs(t)u

Uma vez qte se sem d sonal Físood na sta fdrima elésriood dt iogosal, pdie-se

riessatriá-ld ndvamense na sta fdrima fsooa, paria qte seja onseripriesável pelds

sentids htmandsu

OBTENÇÃO DO SINAL FÍSICO PELO SINAL ELÉTRICO COM A CAIXA ACÚSTICA

Segtnid TAKAHASHI (2002),  a  oaoxa  aoústoa faz  d  pridoessd onverisd id

mooridfdne,  sriansfdrima tm sonal  elésriood  odm griáfod somolari  ad ie tm sonal

aoústod em tm sonal  fsoodu  Nela exosse tma membriana fexível  qte priditz

vobriações  nd  ari  priditzonid  d  sdm  e  asriás  iela  tma  bdbona  odm  oensrid

odnststíid pdri tm maserioal magnétod, prióxoma d stfooense paria qte qtanid

aplooaid tm sonal  na bdbona essa priditzoriá tm oampd magnétodu  O oampd

magnétod varioável priditz tma fdriça varioável sdbrie d elemensd magnétod qte

essá  fxaid  á  membriana  fexível,  priditzonid  vobriações  na  membriana  e  na

priessãd id  ari,  d  qte odnststí  d  sdm e assom d sonal  seriá  perioeboid  pelds

sentids htmandsu

Fogtria 2u Doagriama odnssrittvd ie tma oaoxa aoústoa (Enodnsriaia em TAKAHASHI

(2002))

R. Eletr. Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, Edição Especial Cadernos Matemática, E – 5099.



Esse  pridoessd  ie  sriansfdrima  tm  sonal  fsood  em  tm  sonal  elésriood  dt

analógood  e  iepdos  sriansfdrimari  d  sonal  elésriood dt  analógood  em sonal  fsood

odnststí  d  qte  ohamamds  ie  mapeamensd  rieverisível  e  sem  pdri  dbjetvd

priditzori em sta saíia tm sonal d maos fel pdssível ad dbtid em sta ensriaiau

Pdienid seri oariaoseriozaid peld ioagriama abaoxd:

A  dperiaçãd  masemátoa  qte  se  faz  neoessárioa  na  sriansfdrimaçãd  id

sonal  analógood  dt  iogosal  paria  a  fdrima  fsooa  id  sonal  é  a  aplooaçãd  ia

Triansfdrimaia onverisa ie Fdtrioeri, senid iefnoia odmd:

Definição: Seja  F  a  Triansfdrimaia  ie  Fdtrioeri  ie  f ,  ensãd  f  é  iosa  a

Triansfdrimaia onverisa ie Fdtrioeri ie F  e é iaia pdri: 

f (t )=F−1(F (ω ))= 1
2 π

∫
−∞

∞

F (ω)e iωt dω .
(512

5u0)
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OBSERVAÇÕES FINAIS

De tma fdrima gerial, oapsari sonaos odmd sdm, omagens, ltz, mdvomensd,

ensrie  dtsrids,  id  meod  amboense  exoge  tma  onsensa  aplooaçãd  ie  odnoeosds

masemátodsu  A fdrima fsooa iesses sonaos  pdiem seri  oapsaids na fdrima ie

dnias, odmd nd oasd id sdm, meioids pdri aparielhds qte oapsam a ioferiença

na  priessãd  asmdsfériooa  a  sta  vdlsa  e  sriansfdrimanid  ds  mesmds  em  sonaos

analógoods, pdri meod ie oarigas elésriooas, dt aonia em sonaos iogosaos, pdri meod

ie númeridsu 

O sonal iogosal ie oerisa fdrima aoaba pdri seri maos odnvenoense, pdri seri maos

fáool set arimazenamensd paria tma pdssível riepriditçãd pdsseriodri e sem periia

na  qtaloiaie  id  sonal  oapsaid  driogonalmenseu  Paria  qte  ossd  dodriria  faz-se

neoessáriod  d  sriasamensd  iesses  sonaosu  Esses  sriasamensds  sêm  pdri  dbjetvd

arimazenari stid qte fdri neoessáriod paria tma riepriditçãd pdsseriodri ie ótma

qtaloiaie, mas sambém, sem pdri fnaloiaie elomonari iaids odmd frieqtênooas

em exoessd ie aodriid odm a fnaloiaie iesejaiau Densrid iesse pridoessd ie

arimazenamensd  ie  sonaos  é  oniospensável  a  ttlozaçãd  ie  algdriosmds

masemátods, maos espeoofoamense a Triansfdrimaia ie Fdtrioeri, qte perimose a

leostria iesse sonal iogosalu

Paria qte tm sonal pdssa seri iogosalozaid pela sriansfdrimaia ie Fdtrioeri ieve

priomeorid asenieri ieserimonaias oariaseriístoas, qte nãd sãd dbtias na odlesa

ioriesa  id  sonal,  pdos  essa  dperiaçãd  sriasa  ie  sdmas  onfnosas  ie  senóoies  e

qtanid se sriasa ie amdssrias ie sonaos nãd há a pdssoboloiaie ie se odnsegtori

tma qtantiaie onfnosa ie iaidsu  Ldgd, sriasam-se as onfdrimações odlesaias

pela amdssriagem, ie fdrima a asenieri as oariaoseriístoas neoessárioas paria se

sriabalhari  odm  a  sriansfdrimaia  iosoriesa  ie  Fdtrioeri  qte  odnfgtria  tma

apridxomaçãd rielatvamense bda paria d oálotld ia Triansfdrimaia ie Fdtrioeri, já

qte  perimose  sriabalhari  odm  tm  númerid  odnsoieriavelmense  grianie  ie

amdssriasu

Em  stma,  esse  pridoessd  ie  arimazenamensd  ie  sonaos  é  ttlozaid  em

mtosas sostações odtioanas, seja ad triari tma fdsd, fazeri tma flmagem, griavari
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tma músooa  dt dtsrias  sostações,  sem qte se  iê odnsa  ie sdid d pridoessd

neoessáriod  paria  d  arimazenamensd  ids  sonaos  qte  sãd  riegossriaidsu  A

Masemátoa maos tma vez sem perimotid d iesenvdlvomensd seondlógood odm a

fnaloiaie ie somplofoari a voia ias pessdasu
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