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Equacao do Calor Bidimensional com
Condicoes de Contorno de Neumann:
solugcoes analitica e numérica

RESUMO

Neste artigo, abordou-se a equagdo do calor bidimensional com condigdes de contorno de
Neumann, a qual descreve a difusdo do calor ao longo de um sélido. Esta equagdao tem
grande importancia em projetos que envolvem sistemas térmicos. Fez-se a deducgdo
algébrica da equacdo, e entdo, foram obtidas as solugGes analitica e numérica. A solucédo
analitica foi obtida pelo método da separagdo de varidveis. Por outro lado, para obter a
solugdo numérica, aplicou-se o Método das Diferengas Finitas, que foi utilizado inicialmente
por Leonhard Euler (1707 — 1783) e é largamente utilizado em simulagdes numéricas. Os
resultados alcangados, tanto numérico quanto analitico, foram implementados por meio da
linguagem de programacao Python. Por fim, faz-se a andlise da solugdo por meio de graficos
2D e avalia¢do do erro relativo. Conclui-se que a solugdo numérica é uma boa aproximacgao
para a solucdo analitica.

PALAVRAS-CHAVE: Equacdo do calor bidimensional, Equac¢des diferenciais parciais,
CondicGes de contorno de Neumann, Métodos numéricos.
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INTRODUCAO

Equacdes diferenciais parciais (EDPs) sdo tipos de equacdes que possuem
derivadas parciais. Ou seja, diferentemente de equacdes diferenciais ordindrias
(EDOs) que possuem apenas uma varidvel, EDPs podem possuir duas ou mais
variaveis e suas derivadas.

Alguns exemplos de EDPs sdo (FARLOW, 1993),

U = Uy, (Equagdo do calor unidimensional)

Ut = Uyy + Uy, (Equagdo do calor bidimensional)

Ute = Uxy + Uyy + Uy, (Equagdo da onda tridimensional)
Upr = Uy, + auy + fu (Equacgdo do telégrafo)

Fica auto evidente, pelos nomes das equagbes, que as EDPs podem
representar fendGmenos fisicos. Isso se da porque, segundo Farlow (1993), as
derivadas aparecem em fendmenos fisicos pois elas descrevem problemas que
envolvem velocidade, aceleragdo, forca, friccdo, fluxo, corrente. Sendo assim, é
natural que, ao tentar encontrar uma funcao que descreva um fendmeno fisico, se
recaia em uma EDP.

Uma EDP pode ser classificada quanto a ordem, numero de varidveis,
linearidade, homogeneidade, coeficientes e tipos.

e Ordem: é a ordem da maior derivada parcial da EDP.

e NUumero de Varidveis: é o nUmero de varidveis independentes.

¢ Linearidade: seja u uma func¢do de duas varidveis da forma,
Auyy + Buyy + Cuyy + Duy + Euy + Fu =G

Se os coeficientes A,B,C,D, E,F e G sdo constantes, entdo u é denominada
linear.

e Homogeneidade: se Vx,y|G(x,y) =0
e Coeficientes: os coeficientes podem ser constantes ou variaveis.

e Tipos: existem trés tipos de EDPs para uma equagdo linear de 2 duas
variaveis independentes,

a) Parabdlica, se B> — 4AC = 0;
b) Hiperbdlica, se B> — 4AC > 0;
c) Eliptica, se B> — 4AC < 0.

Uma EDP pode possuir infinitas solugdes gerais. Dada uma fungdo u(x,t),
obtém-se que a EDP u;; = G teria a solugdo dada por Q(x)t + I'(x), sendo Q e T
funcdes arbitrarias da varidvel x. Dessa forma, para que se obtenha solugGes
particulares, é preciso que haja condi¢des particulares - essas condi¢des sdo
chamadas de condig¢des de contorno. O sistema formado com a EDP e as condi¢des
de contorno é chamado de problema de valor de contorno (PVC) (IVRII, 2021).

Como serd observado adiante, a solu¢do de uma EDP é um tanto quanto
meticulosa e, por seguinte, é preciso que se foque em uma Unica EDP com PVC
bem definido. Dessa forma, considera-se a equagao do calor bidimensional,
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ou 0%u . 2%u (1)
ot~ “\oxz " 9y?

Com condi¢Ges de contorno de Neumann,

U (0,y,t) = ux(a,y,t) =0
uy(x,0,t) =u,(x,b,t) =0 (2)

u(x,y,0)=f(xy), 0<x<aq0<y<bht>0

Em que x e y sdo varidveis espaciais, t € uma variavel temporal e a e b sdo
constantes.

ESTUDO DA EQUAGCAO

2.1 Demonstragao

Seja uma regido arbitraria 3D subregido V € R(V € R), com temperatura
u(X,t), definida em todos os pontos X = (x,y, z).

Tem-se também que a energia do calor é dada por cpu, em que ¢ é o calor
especifico, p é a densidade do objeto e u é a fungdo que descreve o calor da
subregido V ao longo do tempo (Hancock, 2006). Ao multiplicar cpu por dV,
procura-se a variacdo de energia do calor em uma pequena regidgo de V,

Variacgao de energia em umaregiao = cpu dV (3)

Ao integrar a nova expressdo, soma-se essas variacdes de energias do calor,
encontrando a energia total de V,

Variagao de Energia do calor emV = f f f p dv (4)
4

Sabendo que,

Taxa de mudanca da energia do calor em V = Energia do calor
dos contornos S de V por unidade de tempo + energia do calor  (5)
gerada no solido por unidade de tempo

E possivel obter, assumindo ¢(X,t) = —kyAu, um vetor que define o
caminho do fluxo de calor nos contornos e n a dire¢ao normal. Considerando que
o calor transita do quente para o frio, o sinal dos contornos em S de V é negativo
pois, se a energia do calor dos contornos é positiva, significa que a taxa de
mudanca de energia do calor em V esta negativa - estd saindo calor da superficie
em V. Se a energia dos contornos em S de V é negativa, significa que estd tendo
uma variagdo positiva no interior da superficie V. Seja Q(X,t) uma fungdo que

define o calor gerado no sdlido.
Pagina | 3
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d
—fffcpudV=—ff¢~ndS+ffodV (6)
dt v s v
Pelo Teorema da Divergéncia de Gauss (Hancock, 2006),
d f f f A= f f A-nds 7
dt v ) ) " 7
Sendo assim,

Al Loworef  fsromef  faor

Procurando simplificar a expressdao das integrais, subtrai-se os termos a
esquerda da igualdade.

Y@ segam o

Como a integral descrita em (9) é igual a 0, conclui-se que a expressdo vale
para qualquer volume V. Simplifica-se, assim,

Ju
cpE+A~¢—Q=O (10)
Como A - ¢ = —kyA?u,
Ju
por = koA*u + Q (11)
u Q
— = qA? = 12
3¢ = aAu + o (12)

Considerando que ndo ha calor gerado no sélido, Q = 0, tem-se que,
— = al’u (13)
at
2.2 Solugdo Analitica
2.2.1 Separacdo de Varidveis

Suponha-se que a fungdo u seja separavel da seguinte forma (ZILL, CULLEN,
2009):

Pégina | 4
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u(x,y,t) = F(x)G(y)H(¢) (14)

Em que F, G e H sdo fungdes de uma variavel: x, y e t, respectivamente.

Sendo assim,

& = F6o) o (15)
9%u sz( %)
3z ——ZG()H(t) (16)
0%u 2(}’)
37 = F(x) H(t) (17)

Substituindo com as expressGes (15), (16) e (17) na equacdo do calor
bidimensional (1), tem-se que,

2 2
dH(t) a<dl;(2)g(y)H(t)+F() y(y)H(t)) (18)

F(x)G(y)

dH(t) dF? (x) dG2(y)

Considerando —— = Hy, =F,e e
lados da equagdo (18) por aF(x)G(y)H(t) # 0, obtém-se,
He(t) _ Fex () | Gyy(¥)
aH(t) F(x)  GO)

ny e dividindo ambos os

(19)

Como o primeiro termo da igualdade estd em fungao de t e o segundo termo
esta em fungdo de x e y, é possivel afirmar que ambos os lados sdo iguais a uma
constante —A. Sendo assim,

He() B (x) | Gyy(¥)

dHO - Fe) T 6oy 20)

Separando (20) em duas expressdes e, por conveniéncia, adotando —A =
—a?, é possivel obter as seguintes equacdes,

He(t)
aH(t) —’ (21)

Pagina | 5
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(@) Gpy(y)
Feo T -0 22)

Ja na segunda expressdo, em (22), nota-se que é possivel deixar o primeiro
termo da igualdade em fungdo de x e o segundo termo em fungdo de y, resultando
novamente em uma constante,

Fxx(x) = —g2— ny(y) -

FQ) ¢ 23)

Por conveniéncia, serd adotado —w = —EZ. Sendo assim, substituindo em (23),

O T

De (24), toma-se §2 — g2 = —y?2, sendo possivel obter 2 EDOs,
Fex(x) = —=§?F (x) (25)
Gyy () = —v*G () (26)

Com isso, os problemas de Sturm-Liouville associados com as equacdes (25) e
(26), considerando as condicBes de contorno, sdo,

F"(x) = —&2F(x), F'(0) =0, F'(a) = 0. (27)

") =-v*G¢y), G(0)=0  G'(a)=0. (28)

Analisando a solucdo de (27), verifica-se trés casos: —§2 <0, =62 =0 e
—&2>0.Para—£2 =0,

F'(x)=0, F'(0)=0, F'(a)=0. (29)

Segue dai que a solugdo da EDO é F(x) = cq + c;x. Mas a condigdo de
contorno F'(0) = 0 implica que ¢, = 0. Nota-se que a segunda condi¢do de
contorno F'(a) = 0 n3o tem influéncia sobre o resultado constante. Sendo assim,
F(x) = ¢4 € uma solugdo ndo trivial.

2
psgina | 6 Agora, paraé“ <0,
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F'(x) +&*F(x)=0, F'(0)=0, F'(a)=0. (30)

Obtém-se que a solugdo da EDO é F(x) = cze®* + c,e~%*. No entanto, ao
aplicar a condigo F'(0) = 0, percebe-se que c3eé* — c,&e %% = 0 implica em
c3=0ec, =0,jdque # 0.Assim, F(x) = 0, que é solugdo trivial.

Agora, para EZ > 0, tem-se a expressao,
F'(x) +&*F(x)=0, F'(0)=0, F'(a)=0. (31)

Logo, a solugdo da EDO é F(x) = cssin(éx) + c4cos(€x). Aplicando F'(0) =
0, tem-se F'(0) = csécos(0) — cx€sin(0), o que implica em ¢s = 0. Sendo assim,
F(x) = cgcos(éx). Aplicando a segunda condi¢do de contorno, F'(a) = 0, com
ceésin(éa) = 0. Ao tomar ¢ = 0, resulta-se uma solugdo trivial e, portanto, ndo
hd interesse em adotar ¢ = 0. Sendo assim, considerasse cg # 0. Como ¢ # 0 por

hipotese, entdo segue que sin(éa) = 0. Assim, éa = mmou § = %, emquem =

. o o o L m?m?
1,2,3,.... Ou seja, a fungdo tem solugdes ndo triviais quando —w,, = 5,31 =
Logo, é preciso que F(x), para £ > 0 seja,
mmx
F(x) = c4cos (T) m=1, 2, 3, ... (32)
Em decorréncia, as solugbes para F(x) sdo,
mmx
F(x) = ¢, e F(x) = c¢cos (T) m=1, 2, 3, ... (33)
De maneira andloga, segue-se para G(y) as duas solucées nao triviais,
nr
G(y) =c; e G(y) = cgcos (Ty) n=1, 2, 3, .. (34)
. . m?n?
Além disso, i = =

Ja para obter H(t), de (21), basta separa-las, obtendo H(t) = k - et Mas,

m2m? 5 mn?

considerando &% —g? = —y?, &2 = —— © Ypn =5, tem=se que H(t) é
denotada por,
2.,2 2,2 2 2
HE) =k - e_(narzn i )“t — k- e'“”z(%*'%)t (35)

Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, v. 14. n. 35, p. 1- 22, setl/dez 2023
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2.2.2 Principio da Superposicdo

O principio da superposicao estabelece que, se uq,u,, ..., U, sao solugdes de
uma equagdo diferencial parcial linear homogénea, entdo a combinagdo linear
entre elas também é uma solugdo (ZILL, CULLEN, 2009). Sendo assim, combinando
(33), (34) e (35), obtém-se,

mmx _a,TZ(m_z)t
Umnn(x, ¥, t) = Agp + ApmoCOS ( P ) e a?
+ Agpcos (?) e_“”z(bz) (36)

+ A COS (m;y) e " (e

Pelos dois conjuntos de autovalores, m e n, teremos as seguintes somas,

u(x,y,t)
2
= Ago + Z Apmocos (mnx) e““”z(%)t
m=1 a
© 2
+ Z Agncos (n%y) e_‘mz(%)t (37)
n=1

- TX nmy 2(m?, n?
- Z Amncos ) cos (—) e " (?Jrﬁ)t

b

NgE

S
Il
oy

m=1
2.2.3 Série de Fourier

Segundo Cullen e Zill (2009), tomando u(x,y,0), tem-se que f(x,y) é

representada por,
nmwy
+ Z AgncCos (T)

mmx
F(x,y) = Ay + 2 Amocos( )
.=

© o (38)
mﬂx nmy
+ Z Amncos ) cos (T)
m=1 n=1

Em um retangulo definidopor0 <x <ae0 <y <bh.
Integrando em (38), tem-se, sobre o retangulo definido,

a rb

j j F(x,y)dxdy =
(39)

Pagina | 8 AOO f f d.Xd_'y + f f z AmOCOS

)w@+
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Como o conjunto das fung¢des trigonomeétricas é ortogonal no intervalo de [-p,
p] (ZILL, CULLEN, 2009), segue-se entdo que cos( ) ec os( Zy) sao ortogonais
no intervalo, paran,m = 1, reduzindo o lado dlrelto a um unico termo,

a rb a rb
f f F(x,y)dxdy = Aoof f dxdy = Aypab (40)
o Jo o Jo

Isolando 4,

1 a rb
P — 41
Ago ab,];) fo F(x,y)dxdy (41)

Agora, multiplicando (38) por cos (%), cos (%) e cos (%) cos (n%),
respectivamente, integrando sobre o intervalo definido, tem-se,

Ao = bf f F(x, y)cos( )dxdy (42)

= —f f F(x, y)cos )dxdy (43)

Ampn = % fa fb F(x,y)cos (%) cos (%) dxdy (44)
0o Jo

2.2.4 Definindo uma Condicdo Inicial

Até o presente momento, a solucdo analitica desenvolvida ndo estd aplicada
a uma fungdo f(x,y) definida. Dessa forma, tomando, por exemplo,

u(x,y,0) =t (45)

Neste caso, calculando os coeficientes através de (41), (42), (43) e (44),

Ago = to, Amo = Aon = Apn =0 (46)

Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, v. 14. n. 35, p. 1- 22, setl/dez 2023
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Sendo assim, u(x, y, z) sera dado por,

ulx,y,z) =t (47)

O que faz sentido com as condig¢des de contorno do problema, ja que os lados
da placa estdo isolados. Se a condicdo inicial € uma constante, entdo a funcdo que
define a temperatura da placa ao longo do tempo também deve ser constante,
independentemente do tempo t, pelo principio da conservacdo de energia
(O’NELL, 2011).

Assumindo a condicdo inicial (Figura 1),

u(x,y,0) = e*ty (48)

Figura 1 — Condigdo Inicial

Fonte: Dos Autores (2023)

Calculam-se os coeficientes através de (28), (29), (30) e (31),

1
AOO = ; . (en - 1)2 (49)

2 (=D (D" -1

Amo = nz m2+1 (50)

2 (e"—1)- (e"(-D)"—1
Aon = =z (e ) n(ze+(1 ) ) (51)
4, = 4 EEDT =D (E"ED -1 (52)

2 n?2+1)-(m?2+1)

Portanto, u(x,y,t) sera dada pela substituicdo de (49), (50), (51) e (52) na
funcdo encontrada no principio da superposicdo (37).

Assim,

Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, v. 14. n. 35, p. 1- 22, setl/dez 2023
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1 T 2
u(x,y,t)=F~(e -1

i A Gl A PO i P 5
a

+ 2 m2+1
m=1
“ €™ —1) (q—1) (nz) (53)
e"—1)-(q— NwY\ —an?(5)t
I L

n=
N z Z i @P-1D-(@q—-1 o8 (m;rx) cos (m;y) e-anz(rg—zz+2—j)r

Emquep = (e™"(—-1)™—-1)eq = (e"(—-1D)" - 1).

Tomando a fungdo de (53) com parametros m =10, n =10 e «a = 0,01, a
temperatura tende a se estabilizar por volta de t = 49,66868, quando t — oo
(Figura 2). O script para gerar as imagens pode ser encontrado em,
https://github.com/LeandroWrzecionek/2dHeatEquation/blob/main/Analitico.py

Figura 2 — Solugdo Analitica

Figura2a—t =1 Figura2b—t =10

7
o o 05
03 10 15 20 55 3, 00

Figura2c—t = 100 Figura 2d —t — o

0.0 1.0
905 10 15 59 25 30 0-%5

0.0 o5
1015 20 25 34 o0

Fonte: Dos Autores (2023)

2.3 Solugdo Numérica

Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, v. 14. n. 35, p. 1- 22, setl/dez 2023
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Dada a equacdo do calor bidimensional, ja descrita em (1),
ou 0%u . 0%u (54)
ot~ “\oxz " 9y?

Em que a é o coeficiente de difusao.

Seja a defini¢do de derivada dada por,

veon _ o SO+ Ax) = f(x)
fe) = Al}lcr_r}O Ax (55

A expansdo em série de Taylor do valor de uma fun¢do u(x) emx =x; + h
em torno do valor x = x;, é dada por (WROBEL, 1989),

dx 2 \dx?

h? (d3u o (56)
+z<w)_ o
X=X

=X

du h? (d*u
u(xi+h)=u(xi)+h<—) ) +—< )

De mesmo modo, obtém-se também,

. h(du) +h2 d?u
u(x; —h) = u(x) ) e, T2 \007)

h3 (d3u (57)
- z(a) -
X=X;
Tomando (56) e subtraindo (57),
du h3 (d3u
u(x; + h) —u(x; —h) = 2h (a)xzxi + 3 \ax?) + - (58)

Segue disso que é possivel calcular uma outra aproximac¢do, chamada de
diferenca central, dada por,

(du) B _ u(x; + h) —u(x; — h) (59)

dx 2h

com O(h?).

Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, v. 14. n. 35, p. 1- 22, setl/dez 2023
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Agora, para encontrar a aproximacao de diferenca central para a derivada de
segunda ordem, soma-se (56) e (57),

u(x; + h) +u(x; — h)

d?u h* (d*u
— . 2(Z2 = (2= ... (60)
2u(x;) +h <dx2>x_ + 17 <dx4>x_ +

=Xi =Xi

Tendo como resultado,

(61)

d*u _ux; +h) = 2u(x) +ulx; — h)
dx?) _ h?

=X

com um erro O(h?).

A demonstracdo para derivadas parciais decorre da mesma forma, obtendo-
se ao final,

ou(x,t) _u(x+ht) —ulg—ht)
( d0x )xle. B 2h (62)
0%u(x, t) Cuxg + b t) = 2u(x;, t) +ulx; — ht)
0x2 . - h2 (63)

com um erro O(h?).

2.3.1 Método Explicito

Pode-se aproximar u(x,y, t) pela fungdo discreta ug})
jAy e t = nAt. Aplicando o método de diferencas finitas explicito na equagdo do

calor (1) (ALIYU; OLATOYINBO, 2021),

em que x = iAx,y =

LD _

ij i _
At (64)
64
(D] (D] (D] (@] m m)
Uippj = 2U; 50 T U5 Uy — 22U Ty
(Ax)? (Ay)?

Logo, o estado do sistema com passo n + 1 é dado por,

Cient. Inov. Tecnol, Medianeira, v. 14. n. 35, p. 1- 22, setl/dez 2023
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™~ 2™ + ™

u; .
(n+1) (n) i+1,j i-1,j
U U + alt (Ax)2
65)
@ ) (
+ui,j+1_2 +ul} 1
(Ay)2
Tomando Ax = Ay = h,
u®™ ) (n) ) )
+u; —4u; .’ +u; +u;
ul(7;+1) (n) + alt l+1] i-1,j hz i,j+1 i,j— 1] (66)
(n+1)
u; ;
u™ n) n) n)
) 1 4alt A l+1]+ul 1]+ul]+1+uu | (67)
upy - (1=—7) +abt oz

O método de diferencas finitas explicito para a equacdo do calor
bidimensional sé é estavel para (ALIYU; OLATOYINBO, 2021),

4alt
—z 2 (68)
Segue disso que,
4alt 69
z— (69)
h2
— > At (70)
4a
Agora, considerando as condi¢es de contorno de Neumann,
uy(0,y,t) = ux(a,y,t) =0
uy(x, 0,t) = uy(x, b,t) =0
Sendo assim, discretizando-as,
A — —
[t Axy ) = fx—Axy) o)

e = 20x

Pagina | 14
Logo, parax =0,
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_fO+Ax,y,t) - f(0—Ax,y,t) 0

Uy i (72)
[y )=~ f(-Avy,) _ 73
2Ax
[y )=~ f(-Avy,) _ )
20x
fAx,y,t) = f(=Ax,y,t) =0 (75)
f(=Ax,y,t) = f(Ax,y,1) (76)
Ou seja, u(_nl)’j = usqj), parax = 0.
Sendo assim, em (67), parax = 0 en = 0, isso se torna,
ul Y =) (1 = 4th) + alt i) + u‘(’%l g (77)
De modo analogo paray = 0,
fx, =4y, t) = f(x,Ay,1) (78)
Assim, em (77),
u((ﬁ)+1) _ g:)) . (1 B 4(;2At) A Zu%);;Zugll)] (79)

As demais fronteiras sdo feitas de maneira analoga.

2.3.2 Obtendo a Solu¢do Numérica pelo Método de Diferengas Finitas

A solugdo numérica toma uma discretizac¢do finita dos pontos da placa. Entdo,

a fim de se obter uma malha de pontos mais refinada, com um nimero grande mas

ainda finito de pontos, utilizou-se o software PyCharm para o desenvolvimento de

um script, na linguagem Python, que fizesse a solugcdo numérica por meio do

pagina | 15 método de diferencas finitas explicito. O script para gerar a solucdo numérica e as
imagens pode ser encontrado em:
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https://github.com/LeandroWrzecionek/2dHeatEquation/blob/main/Numérico%
20Explicito.py.
Tomando os pardmetros h = %, para discretizar a placa quadrada de medida

T em uma malha de 100x100 pontos, @ = 0,01, para que o calor se propague
lentamente, e AT = 0,01, para que se tenha um menor erro, tem-se, com 0s
tempost = 0 et = 10, respectivamente (Figuras 3 e 4),

Figura 3

Temperatura para t = 0.000 unidade de tempo
3.0

500
2.5
- 400
2.0
300
715
200
1.0
0.5 100
0.0 0
X
Fonte: Dos Autores (2023)
Figura 4
Temperatura para t = 10.000 unidade de tempo
3.0 500
2.5
- 400
2.0
- 300
~1s
200
1.0
05 100
0.0 1]
X
Fonte: Dos Autores (2023)
2.4  Comparando as Solugdes
Pagina | 16 Para comparar os resultados, foi adotado o erro relativo entre os valores, de

cada ponto, dados por,
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|x — x|

ER, = 100 (80)

x
Sendo, neste caso, x a aproximac¢do numérica e x a solugdo analitica.

O script para calcular o erro relativo e gerar as imagens pode ser encontrado
em:https://github.com/LeandroWrzecionek/2dHeatEquation/blob/main/Erro%2
ORelativo.py.

Considerando h = 1Loo’ a =0.01 e dT = 0.005, pelos mesmos motivos
anteriores, tem-se os seguintes resultados, parat = 1 et = 10, respectivamente,

Figura5 —Errorelativoemt = 1

Erro relativo para t = 1 unidade de tempo

r0.8

- 0.6

0.4

0.2

0.0

Fonte: Dos Autores (2023)

Figura 6 —Erro relativoemt = 10

Erro relativo para t = 10 unidade de tempo

- 0.8

- 0.6

0.4

0.2
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Fonte: Dos Autores (2023)

Observa-se que o erro relativo inicial tem valores préximos a 0,25%, no
entanto, o erro acumulado ao longo do tempo faz com que, para t = 10, ja haja
pontos com erro relativo em 0,8% para os parametros escolhidos.

Ainda, é possivel comparar os resultados de ambas as solu¢des por meio de
seus graficos. Fixando y = m, tem-se os seguintes resultados parat = 1et = 10,
(Figuras 7 e 8), respectivamente, com solugao analitica em azul e solugdo numérica
representada por circunferéncias pretas,

Figura 7 — Gréfico das solugesparay = m et = 1

500

400 1

300 A

200 A

100 A

Fonte: Dos Autores (2023)

Figura 8 — Gréfico das solugBesparay = m et = 10

500 A

300 1

200 4

100 A

0.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0

Fonte: Dos Autores (2023)

Visualmente, o erro entre a aproximagdo e a solugdo exata é irrisério, assim como
apresentado pelo erro relativo.
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CONCLUSOES

Dado o exposto, nota-se que o a solucdo numérica pelo método de diferencas
finitas € uma excelente aproximacao para a solucdo analitica do PVC proposto,
podendo ser ainda mais precisa quando se considera mais pontos na malha
computacional. Apesar disso, percebe-se ainda que o método de diferencas finitas
explicito acumula o erro ao longo do tempo, o que pode gerar um erro relativo
consideravel para grandes quantidades de tempo, principalmente em torno dos
cantos da placa. Sugere-se também avaliar a forma implicita do MDF na busca de
obter uma solugdo mais precisa, com a implementacdo do MDF em uma linguagem
compilada, como C, Fortran ou CH, ja que a demanda computacional se torna
grande por conta da resolucdo de um sistema linear a cada iteragdo.
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Two-dimensional heat equation with
Neumann boundary conditions: analytical
and numerical solutions

ABSTRACT

In this article, we addressed the two-dimensional heat equation with Neumann boundary
conditions, which describes the diffusion of heat through a solid. This equation holds
significant importance in projects involving thermal systems. We performed the algebraic
derivation of the equation, and subsequently, obtained both analytical and numerical
solutions. The analytical solution was obtained using the method of separation of variables.
On the other hand, to obtain the numerical solution, we applied the Finite Difference
Method, which was initially utilized by Leonhard Euler (1707 — 1783) and is widely used in
numerical simulations. The results achieved, both numerical and analytical, were
implemented using the Python programming language. Finally, we conducted an analysis of
the solution through 2D graphs and evaluated the relative error. We conclude that the
numerical solution provides a good approximation to the analytical solution.

KEYWORDS: Two-dimensional heat equation, Partial differential equations, Neumann
boundary conditions, Numerical methods.
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