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Araujo, A. A. V. R. Este artigo apresenta a videoanalise como uma ferramenta para o estudo de péndulos
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P ETB RS acoplados fora do regime de pequenas oscilagdes. A técnica permite investigar a evolugio
Colégio Militar de Juiz de Fora, Minas H A i H H =~
o ol temporal das amplitudes dos péndulos constituintes, para diferentes configuragdes

iniciais. O trabalho é concentrado em uma configuracdo especial, que evolui no tempo
revelando um regime de batimento. Como destaque, vé-se que a variacdo temporal
observada nas amplitudes pode ser associada a um mecanismo de troca energética entre
os péndulos constituintes. A investigacdo descrita permite ndo sé estudar possiveis
padrdes na evolucdo temporal de sistemas ndo lineares semelhantes, como também
possibilita uma avaliagdo do amortecimento ao qual o sistema encontra-se sujeito.
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INTRODUCAO

O estudo dos péndulos apresenta relevancia cientifica, devido ao fato de
que seus modelos descritivos podem ser extrapolados para diversas situagbes
fisicas. Oscilacdes em sistemas mecanicos e vibracGes de moléculas, por
exemplo, podem ser explorados com relacdes matematicas semelhantes
aquelas utilizadas para descrever sistemas de péndulos (SILVA, 2018;
MONTEIRO, 2011). N3do é por acaso que os cursos de fisica basica ou avancada
apresentam numerosos exemplos utilizando péndulos lineares e ndo lineares
(SILVA, 2018; ANDRADE; ANJOS; ASSIS, 2017; HALLIDAY; RESNICK; WALKER,
2008; MONTEIRO, 2011; LEMOS, 2004; NUSSENZVEIG, 2002). Trabalhos
utilizando estes péndulos podem ser encontrados na literatura especializada,
desde experimentos didaticos até investigacbes tedricas mais complexas
(LOPES; SUAVE; NOGUEIRA, 2018; PICCIARELLI; STELLA, 2010; BELENDEZ et al.,
2007; GAULD, 2004).

Neste artigo a videoandlise é utilizada como instrumento de investigacdo
para mostrar que as amplitudes de dois péndulos acoplados, na configuracdo
estudada, se encontram em regime de batimento. O estudo permite verificar
que os péndulos investigados seguem um padrdo similar ao apresentado por
péndulos lineares. A videoandlise estruturada também possibilita uma avaliacdo
do amortecimento observado no experimento. Conforme sera destacado, a
hipétese de pequenas oscilagbes ndo é necessdria para o estudo de
acoplamentos semelhantes.

ACOPLAMENTO, AMORTECIMENTO E PENDULO NAO LINEAR

Na sequéncia, discute-se o acoplamento de dois péndulos lineares,
juntamente com a condicdao de amortecimento a qual um péndulo linear pode
estar sujeito. Dar-se-a atengdo concentrada na condi¢do inicial, em que os
péndulos estdo em repouso e apenas um deles se encontra deslocado da posi¢do
vertical de equilibrio. Por fim, serdo descritos um péndulo ndo linear,
relacionando-o com a videoanalise implementada.

ACOPLAMENTO DE PENDULOS LINEARES E REGIME DE BATIMENTO

Sejam dois péndulos A e B idénticos, cada qual com massa m e comprimento
I, acoplados por meio de uma mola de constante k, conforme a Figura 1. Em um
regime de pequenas oscilagdes, onde sin 0 = ¢, pode-se escrever os
deslocamentos X; e X, dos péndulos em relagdo a posi¢do de equilibrio, na forma:

x=16 , x =16, (1)

cujas equac¢des de movimento para o caso ndo forcado e ndo amortecido sdo
dadas por:

d2
Tf+w§><1—'<(xz—><1)=0 (2)
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2
d°x,

dt?

+apX, + K (X, —%)=0 (3)
onde wo=(k/)* e K=k/m, sendo k a constante eldstica associada ao modelo de

oscilacdo no regime de pequenas oscilagcdes (NUSSENZVEIG, 2002).

Figura 1 — Esquema representando o acoplamento entre dois péndulos de massa m e
comprimento /, por meio de uma mola de constante k
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Fonte: Autoria propria.

Note que as equacgbes (2) e (3) estdo acopladas. Contudo, definindo novas
varidveis gz e 0:

1
% =5(%+%) @

1
qzzg()%_xz) (5)

pode-se reescrever as equacdes de movimento em um novo sistema de
coordenadas, pois somando (2) e (3), temos:

d 2

S+l =0 ©)
e subtraindo as mesmas equacgdes (2) e (3), escreve-se:

d?q

dt21 +@,0, =0 (7)

para wq = (a)02+2K)1/2. As duas equacgbes (6) e (7) estdo desacopladas e
correspondem a movimentos harmdnicos simples (MHS), com solu¢des gerais na
forma:

0, (t)=Acos(apt+a) (8)
0, (t) = A, cos(ot +a, ) (9)

em que as coordenadas (; e (, recebem o nome de coordenadas normais do
sistema (NUSSENZVEIG, 2002). O retorno as coordenadas X; e X, pode ser
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realizado por meio das equacgdes (4) e (5). Isso fornece as solu¢des das equagdes
de movimento (2) e (3), com quatro constantes arbitrdrias, a saber: Ay, Ay, a3 e a.

A configuracdo inicial onde os péndulos estdo em repouso e apenas um
deles é deslocado da posicao de equilibrio pode ser escrita na forma:

dx, (0) _ dx,(0)
0)=a, x,(0)=0, =0, =0, 10
ou em termos das coordenadas normais:
a a dql(O) dqz(O)
0)=2, q,(0)=2, -0, =0, 11
%(0)=3. %(0)=3, — " (11)

que implicaem A;= A,=al2 e a1 = 0, = 0. Isso nos permite escrever:

xl(t)zg(coswot—cosa)qt) (12)

X, (t)=%(005a)0t+c05a)qt) (13)

gue representam superposicdes de dois movimentos harmonicos simples de
mesma amplitude e frequéncias diferentes. Denotando a frequéncia angular
média por @ = (w; + ®,)/2 e a variacdo em frequéncia angular por Aw = w1 — w,,
pode-se mostrar que, para o caso de acoplamento fraco, onde a forca
restauradora da mola que une os p&ndulos é pequena (K<<w,? ou por Aw<< @),
o sistema de péndulos apresenta as seguintes coordenadas:

&(t)zacos(A—;t)cos(cT)t) (14)

X, (t)= asin(A—;)t]Sin(a_)t) (15)

que expressa uma situacdo tipica de batimentos, modulados por a cos(Aw.t/2) no
primeiro caso e por a sin(Aw.t/2) no segundo. Isso significa que os maximos de
uma coordenada correspondem aos zeros da outra coordenada (NUSSENZVEIG,
2002).

AMORTECIMENTO DE PENDULOS LINEARES

O comportamento dindmico de um péndulo amortecido e ndo for¢ado, de
massa m e posicdo X = 10, pode ser avaliado por meio da equagéo:

——=—p——kx (16)

que descreve um oscilador unidimensional de constante elastica k com um termo
de resisténcia dissipativa, proporcional a velocidade, dado por — p dx/dt, sendo p
uma constante positiva (NUSSENZVEIG, 2002). Pode-se dividir a equagdo (16) por
m e reescrevé-la na forma:

d’x  dx
— 47— +w’x=0 17
a2 d a7
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definindo y = p/m e wo? = kim. A equacdo (17) é linear homogénea de segunda
ordem, com coeficientes constantes. A equacdo (17) possui trés tipos de
solucBes, conforme a intensidade do amortecimento. Entende-se importante
observar que nesse trabalho tem-se o interesse no regime de baixo
amortecimento, o qual ocorre quando a forca de resisténcia dissipativa é muito
menor que a forca restauradora (regime subcritico). Neste caso a oscilagdo
continua ocorrendo, mas com amplitudes cada vez menores. A solucdo nesse
regime subcritico é dada por:

x(t) = Ae_gt cos(at+a), (18)

em que A e a representam duas constantes arbitrarias e w é dado por:

2 1/2
a):(a)g—y—J . (19)

Maiores detalhes envolvendo outros regimes de amortecimento podem ser
encontrados em Halliday, Resnick e Walker (2008), Nussenzveig (2002) e Alonso e
Finn (1972).

O PENDULO NAO LINEAR

No presente trabalho investiga-se o acoplamento de dois péndulos ndo
lineares acoplados. Observe que o comportamento dindmico de um péndulo ndo
forcado e sem amortecimento de massa m preso a uma haste muito leve de
comprimento |, sujeito a acelerag¢do da gravidade g, ¢ descrito pela equagdo:

2
?ijﬂojsiné’:O (20)

em que a coordenada angular 6 representa o angulo de abertura entre a haste,
gue une a massa pendular ao ponto de sustentagdo, e a vertical que passa pelo
ponto de sustentacdo (NUSSENZVEIG, 2002; MONTEIRO, 2011). Na hipdtese de
pequenas oscilagGes, a equacdo (20) coincide com a equa¢do do movimento
harménico simples, pois sin § = 6.

A equacdo de segunda ordem (20) pode ser substituida por um conjunto
equivalente de equacgGes de primeira ordem, basta definir df/dt = w. De fato,
note que:

déo
— = 21
dt © ()

do .
E:-wg sing (22)

sdo equacdes de primeira ordem equivalentes a equacdo (20). A curva percorrida
pelo péndulo no seu espaco de fases, a partir da condigdo inicial ((0), w(0)),
pode ser determinada analiticamente, a partir de (21) e (22):

dé 0]

B — 23
do  @lsing 23
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que fornece:

2—2)5502 (t)—cose(t):2—(105@2(0)—0050(0). (24)

A equacdo (24) indica que proximo ao ponto de equilibrio, situado na
origem, o retrato de fases é composto por trajetdrias fechadas. Essas trajetdrias
representam movimentos de oscilagdo, conforme a Figura 2 (MONTEIRO, 2011).

Figura 2 — Retrato de fases do péndulo ndo linear, sem amortecimento e ndo forcado

@

-7 T

Fonte: Autoria propria.

Fazendo t = 0 corresponder ao instante em que o péndulo com abertura angular
(péndulo A) possui velocidade nula, pode-se escrever (23) da seguinte maneira:

o= awV2[cos0(t)—cos0(0) [, (25)

onde 6(0) denota o valor maximo da coordenada angular 6. A expressdo (25) nao
pode ser integrada em termos de fungbes elementares (MONTEIRO, 2011;
STROGATZ, 1994). Note que a equacdo (25) pode ainda ser escrita como:

dé
a2 dt= [cos o(t)- cose(o)]l/2 ’ 26

uma vez que o péndulo gasta 1/4 do seu periodo para ir da coordenada angular
6(t) = 0 até 0 = (0), poderiamos considerar a integragdo da equagdo anterior:

T 4 J-GM de
o2 7 [cose(t)—cose(o)]m'

A expressao (27) indica que o periodo de oscilagdo do péndulo ndo linear
depende da méaxima abertura angular 6(0) (MONTEIRO, 2011; STROGATZ, 1994).
Esse fato revela que cada trajetdria, no espaco de fases considerado, é percorrida
por uma velocidade diferente.

(27)

A dificuldade analitica apontada anteriormente é evidente. Contudo,
mostraremos que a videoandlise pode ser utilizada para estudar péndulos ndo
lineares acoplados, revelando-se uma ferramenta util para a identificacdo de
padrées nas coordenadas cartesianas dos respectivos  péndulos.
Comportamentos similares aos encontrados em casos lineares podem ser
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encontrados em regimes nao lineares, conforme serd destacado ao longo deste
texto. Obviamente, a configuracdo nao linear estudada deve convergir para os
regimes ja conhecidos em pequenas oscilagdes.

VIDEOANALISE DE UM SISTEMA COM DOIS PENDULOS NAO LINEARES
ACOPLADOS

A Figura 3 revela a montagem experimental considerada neste trabalho,
elaborada para estudar o sistema de péndulos duplos acoplados. Conforme a
literatura destaca, a videoandlise permite o estudo cientifico de fendmenos
fisicos registrados por meio de videos (SILVA et al., 2017; DE JESUS, 2014;
BROWN; COX, 2009).

No presente trabalho, os péndulos A (em vermelho) e B (em azul) possuem
massas e comprimentos semelhantes, estando acoplados por um barbante,
conforme ilustrado na Figura 3. O estudo, desenvolvido com o software Tracker
(TRACKER, 2018; OSP, 2018), esta restrito a configuracGes oscilatorias
semelhantes de massas pendulares que conservam o comprimento | dos fios.

Figura 3 — Vista lateral do péndulo duplo estudado por meio da videoanalise

.

Fonte: Autoria prépria.

O péndulo A é deslocado até uma posicao inicial representada pelo ponto M,
indicado na Figura 4, que corresponde a uma coordenada angular maxima 6(0),
sendo liberado na sequéncia com velocidade inicial nula. O péndulo B encontra-
se em repouso no ponto N na Figura 4, que corresponde a uma coordenada
angular nula.

No decurso do tempo, o péndulo A ocupa posi¢des com coordenadas X e y
cada vez menores, até atingir, em um intervalo de tempo At, o ponto N
representado na Figura 4. Nesse mesmo intervalo de tempo, observa-se o
péndulo B sair do ponto inicial N e seguir até as proximidades do ponto M. Essa
evolucdo se repete no decurso do tempo, mas com aberturas angulares cada vez
menores.

R. Bras. Fis. Tecnol. Apl., Ponta Grossa, v. 5, n. 2, p. 01-16, jun./dez. 2018.
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Figura 4 —Tela do Tracker revelando o sistema de péndulos acoplados

Controle de Trajetorias

<O massaA < massaB

Fonte: Autoria propria.

RESULTADOS E DISCUSSOES
OSCILACAO OBSERVADA NAS COORDENADAS X E Y

O padrao apresentado pelas coordenadas X e X’ do acoplamento investigado
(Figura 5) assemelha-se ao padrdo obtido quando estudamos péndulos lineares
acoplados por uma mola de comprimento natural dy e constante elastica Kk,
modelados pelas equagdes (14) e (15).

A diferenga é que, na configuragdo estudada, além de uma oscilagdo
combinada em torno das posicdes de equilibrio X=0 e x =0 para os péndulos A
e B, respectivamente, observa-se também um padrao relativo as coordenadas y e
y’ (Figura 6), que vdo de um valor maximo até zero, no mesmo intervalo de
tempo em que a coordenada correspondente X vai diminuindo sua amplitude até
anular-se. Observe que, no limite de pequenas oscilagbes (0 << 1), o sistema
passa a ser descrito pelas relagdes indicadas em (1).

Pégina | 8
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Figura 5 — Coordenadas x,(t) e xg (t) dos péndulos A e B juntamente com um
superposicdo de x, (t) e xg (t)
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superposicdo de y, (t) e yg(t)
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AMORTECIMENTO OBSERVADO NAS COORDENADAS XEY

Na secdo anterior, ndo foi mencionado que o valor da coordenada angular 6
diminui ao longo do tempo (Figuras 5 e 6). Esse efeito pode ser interpretado
como um amortecimento ao qual o sistema se encontra sujeito, semelhante
aquele modelado pela equacdo (18). As oscilagGes observadas em X e X’ podem
ser descritas por meio de equag¢des harmdnicas limitadas por exponenciais que
decrescem no tempo. Esse é justamente o efeito modelado pelo regime
subcritico, indicado em (18). As oscilagbes em y e ¥’ sdo semelhantes, exceto pelo
fato de seus valores serem sempre positivos, Figuras 5 e 6.

Avaliou-se o amortecimento nas amplitudes x e y por meio de um ajuste
exponencial dos maximos em amplitude, conforme indicado na Figura 7. Em um
regime semelhante ao modelado pela expressdo (18), podem-se considerar os
batimentos relativos a coordenada X contidos entre as exponenciais * 31,85¢ ™
+ 2,26 e os batimentos relativos as coordenadas y, com limite superior dado por
11,50e%%' + 1,38. Isso corresponde a coeficientes de amortecimento iguaisa y’ =
0,02 ste y’= 0,04 st respectivamente. As incertezas nesses dois coeficientes
s3o da ordem de 102 s (VUOLO, 1996).

Figura 7 —a) Amortecimento no batimento acoplado relativo a coordenada x(t);
b) Amortecimento no batimento acoplado relativo a coordenada y(t)
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B t('s) © o @

Fonte: Autoria propria.
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TROCA DE ENERGIA ENTRE OS PENDULOS E DISSIPACAO

No experimento realizado, modelou-se a variacdo da energia potencial
gravitacional com o tempo, cujos valores maximos podem ser identificados como
a energia mecanica E no sistema de péndulos acoplados, considerando o instante
t e o referencial associado.

A Figura 6-b pode ser interpretada como um grafico de U/mg em fung¢do do
tempo t, sendo U a energia potencial gravitacional do péndulo de massa m,
sujeito a aceleragdo local da gravidade com intensidade ¢. A comparagdo entre
dois picos, que correspondem a pontos de energia potencial gravitacional
maxima no referencial adotado e instante t, permite avaliar a reducdo de energia
no sistema no decurso do tempo, pois:

Ez _Uz _ mghz _ hz

E, U mgh h
gue no caso em questdo corresponde a uma reducdo de 67% entre os instantes
0,633 s e 52,863 s. Um resultado semelhante pode ser obtido considerando a

expressao apresentada para o amortecimento da coordenada Y, discutida na
secao anterior.

(28)

O processo investigado pode ser entendido como uma transferéncia
alternada de energia entre os péndulos acoplados. Identificou-se fisicamente a
diminuicdo da amplitude de oscilagdo do péndulo A, e sua consequente
diminui¢cdo de energia mecanica, a um aumento da amplitude do péndulo B, por
meio de um processo de transferéncia de energia.

A conexdo dos péndulos por meio do barbante torna factivel o processo de
transferéncia energética destacado. Entende-se que o balango de energia nao é
explicado apenas por meio dessa troca de amplitudes entre A e B, pois ela se
repete ao longo do tempo com mddulos cada vez menores, decorrentes da
dissipacao natural de energia a qual o sistema estd sujeito. Isso pode ser avaliado
considerando termos de amortecimento nas equag¢des, completando o balango
energético.

ESPAGCO DE FASES DOS PENDULOS ACOPLADOS

Observe que a evolucao temporal do acoplamento pode ser visualizada no
espaco de fases, conforme discutido na sec¢do de péndulos ndo lineares. Note
que, para um uUnico péndulo linear, a evolugdo no espaco € x w esta associada a
uma trajetdria fechada, que tende a conservar sua trajetéria a medida que o
tempo avanca, na auséncia de dissipacdo (Figura 8). Isso pode ser associado a
existéncia de um periodo definido, uma vez que o sistema repete sua
configuracao inicial para um intervalo de tempo T.

Contudo, o sistema real apresenta um leve amortecimento, fazendo a
trajetdria espiralar continuamente para o centro (Figura 8). J& no caso do
acoplamento investigado, as trajetdrias espiralam mais rapidamente no regime
estabelecido, uma para dentro e a outra para fora, de forma simétrica (Figura 9-a
e 9-b), ndo conservando a trajetdria inicial. Pelo contrario, a trajetéria associada a
um péndulo espirala para dentro e, depois de um intervalo de tempo At, volta a

R. Bras. Fis. Tecnol. Apl., Ponta Grossa, v. 5, n. 2, p. 01-16, jun./dez. 2018.
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espiralar para fora. Vale destacar que as Figuras 8 e 9 consideram a mesma
escala de tempo para a evolugdo do péndulo simples e do sistema acoplado, para
efeitos de comparacao.

Figura 8 — Retrato de fases de um péndulo simples para um intervalo de tempo de 12,9 s
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Fonte: autoria propria.

No caso do péndulo simples, pdde-se observar que a trajetdria espirala
continuamente para o centro devido ao efeito de amortecimento natural do
sistema, na escala de tempo envolvida. J& no segundo caso, a trajetdria espirala
mais rapidamente, efeito este que ndo pode ser associado apenas a um efeito de
amortecimento natural, devido a forcas dissipativas.

Como as amplitudes se alternam continuamente ao longo do tempo,
podemos interpretar que uma troca energética se encontra estabelecida entre os
péndulos acoplados. No entanto, as amplitudes observadas vao tomando valores
cada vez menores. Esse Ultimo fato pode, da mesma forma que no caso do
péndulo simples, ser associado ao amortecimento natural do sistema (Figura 9-a
e 9-b).

Pagina | 13
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Figura 9 — Retrato de fases dos péndulos A e B acoplados, respectivamente, para um
intervalo de tempo de 12,9 s
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Fonte: autoria propria.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Investigou-se uma configuracdo de péndulos ndo lineares acoplados,
utilizando as técnicas de videoandlise. A troca de amplitudes entre os péndulos
no tempo pode ser associada a transferéncia de energia estabelecida ente os
péndulos constituintes.

A partir do exposto, conclui-se que a energia é dissipada ao longo do tempo,
sendo trocada entre os dois péndulos por meio de um padrao semelhante ao
previsto analiticamente para regimes de pequenas oscilagdes em péndulos
lineares.

Com o auxilio da videoanalise foi possivel estudar os péndulos acoplados em
aberturas angulares quaisquer, desde que os comprimentos dos fios se
mantenham conservados. Os resultados apresentados estdo atrelados a essa
Unica hipdtese, podendo ser estendidos para configuracdes semelhantes.
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An investigating about coupling of
nonlinear pendulums using video analysis
techniques

ABSTRACT

This article presents the videoanalysis as a tool for the study of coupled pendulums outside
the regime of small oscillations. The technique allows investigating the temporal evolution
of the amplitudes corresponding to the constituent pendulums, for different initial
configurations. Let's focus on a special setup that evolves over time revealing a beat
regime. We will emphasize that the temporal variation observed in the amplitudes can be
associated to an energy exchange mechanism between the constituent pendulums. The
described research allows not only to study possible patterns in the temporal evolution of
similar nonlinear systems, but also allows an evaluation of the damping to which the
system is subject.

KEYWORDS: Non-linear pendulums; Video Analysis; Physics Teaching.
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Una investigacion sobre el acoplamiento de
péndulos no lineales utilizando las técnicas
de videoanalisis

RESUMEN

Este articulo presenta la videoanalisis como una herramienta para el estudio de péndulos
acoplados fuera del régimen de pequefias oscilaciones. La técnica permite investigar la
evolucion temporal de las amplitudes de los péndulos constituyentes, para diferentes
configuraciones iniciales. Vamos a concentrarnos en una configuracién especial, que
evoluciona en el tiempo revelando un régimen de latido. Destacaremos que la variacidon
temporal observada en las amplitudes puede ser asociada a un mecanismo de intercambio
energético entre los péndulos constituyentes. La investigacion descrita permite no sélo
estudiar posibles patrones en la evolucién temporal de sistemas no lineales semejantes,
como también posibilita una evaluacién de la amortiguacidon al cual el sistema se
encuentra sujeto.

PALABRAS CLAVE: Péndulos no lineales; Videoandlisis; Ensefianza de Fisica.
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