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Geometria dos fractais: uma proposta parao
calculo da dimensdo da Arvore Pitagérica

RESUMO

A presente discussdo trata-se de parte uma proposta de mestrado concluida. Sendo assim,
este trabalho tem por objetivo apresentar uma possibilidade para o calculo da dimensdo do
fractal Arvore Pitagdrica a ser trabalhado nas aulas de Matemdtica. Diversas formas
encontradas na natureza ndo permitem que sejam estudadas apenas com o auxilio de
objetos matematicos da Geometria Euclidiana. Sendo assim, o matematico Benoit
Mandelbrot idealizou a Geometria dos Fractais para explicar e caracterizar formas
irregulares presentes na natureza. Os fractais sdao formas geométricas que possuem trés
caracteristicas fundamentais: autossemelhanga, complexidade infinita e dimensdo
fracionaria. Este estudo concentra a discussdo a respeito da dimensdo do fractal. A
dimensdo de um fractal ndo é dada por um numero inteiro, conforme acontece com os
elementos da Geometria Euclidiana. Ademais, a dimensdo do fractal que diz respeito ao seu
grau de ocupagdo no espaco, esta associada a sua irregularidade, aspereza, textura e
densidade.

PALAVRAS-CHAVE: Educacdo Matemdtica. Geometrias Ndo Euclidianas. Dimensdo
fracionaria.
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INTRODUCAO

As formas presentes na natureza, por vezes, podem ser analisadas, estudadas
e modeladas com o auxilio de objetos da Geometria Euclidiana. Entretanto,
existem formas naturais que sdo constituidas de irregularidades e para estudar
essas formas irregulares, o polonés Benoit Mandelbrot foi precursor da Geometria
dos Fractais. Mandelbrot denominou as formas irregulares de fractais pois se
baseou na palavra fractus, adjetivo cuja origem vem do latim, correspondente a
irregular, quebrar, fragmentar (BARBOSA, 2005).

Segundo Barbosa (2005, p. 9, grifo nosso),

[...] essas formas geométricas possuem, entre outras, uma
propriedade especial que pode ser considerada caracteristica. Esses
entes constituem uma imagem de si, propria em cada uma das suas
partes. Segue que suas partes sdo semelhantes; propriedade
conhecida como autossimilaridade.

As trés principais caracteristicas de um fractal sdo autossimilaridade,
dimensdo fracionaria e complexidade infinita. Barbosa (2005, p. 19) justifica a
abordagem da Geometria Fractal em sala de aula baseado em

[...] conexBes com outras ciéncias; deficiéncias da Geometria
Euclidiana para estudo de formas da natureza [...]; difusdo e acesso
aos computadores e a tecnologias da informatica nos varios niveis de
escolarizacdo; existéncia do belo nos fractais e possibilidade do
despertar e desenvolver o senso estético com o estudo e arte aplicada
a construgdo de fractais [...]; sensacdo de surpresa diante da ordem
na desordem.

Entendemos que esse tema possui relevancia para ser abordado na Educacado
Basica, considerando que ele apresenta ligacGes com diversas dareas do
conhecimento, como Medicina (SEDIVY et al., 1999), Computacdo (MARTINS;
LIBRANTZ, 2006) e Economia (HAYASHI, 2002), além de ser evidenciado nos
documentos oficiais de orientagGes curriculares, como o Referencial Curricular
para o Ensino Médio do Parana, em ambito estadual; e na Base Nacional Comum
Curricular - BNCC, em ambito nacional.

O Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana sugere o estudo dos
fractais porque “[...] permite que os estudantes desenvolvam a criatividade, a
intuicdo, e a imaginagao, percebendo os processos de regularidades e interagdo
dessas entidades” (PARANA, 2021, p. 541). Nesse sentido, nota-se que a tematica
dos fractais estd presente em uma das habilidades na parte da BNCC para o Ensino
Médio, referindo-se a primeira competéncia para a drea de Matematica e suas
Tecnologias:

Utilizar as nocgGes de transformacdes isométricas (translagédo,
reflexdo, rotagdo e composicdes destas) e transformacgbes
homotéticas para construir figuras e analisar elementos da natureza
e diferentes produges humanas (fractais, construgdes civis, obras de
arte, entre outras) (BRASIL, 2018, p. 533)

Pesquisas como a de Rezende et al. (2018) defendem a explorac¢do de fractais
geomeétricos em sala de aula, bem como reconhecem, na Geometria dos Fractais,
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a possibilidade de aprendizagem de conceitos matemadticos, como darea e
perimetro de figuras planas, fungdes, angulos, entre outros. A esse respeito, a
abordagem da Geometria Fractal em sala de aula e a construcdo de fractais
utilizando um software como o GeoGebra proporcionam aos professores a
exploracdo de diversos contelidos matematicos, e propiciam aos alunos perpassar
diferentes representacdes semidticas durante a exploracdo de entes geométricos,
por exemplo, do fractal Hexagonal Tipo Direr (MORAN; REZENDE, 2020).

Compreendemos que, por meio da Geometria dos Fractais, é possivel abordar
diferentes conteddos matemadticos, como progressdao geométrica, funcdo
logaritmica, equivaléncia de fracdes, dentre outros. Para a presente discussao,
escolhemos como objeto geométrico de estudo, dentre uma variedade de fractais,
a Arvore Pitagdrica.

SOBRE A GEOMETRIA DOS FRACTAIS

O matematico polonés Benoit Mandelbrot foi o iniciador do estudo dos
objetos geométricos chamados fractais. Essas entidades geométricas possuem
propriedades particulares, e entre elas destacam-se a autossimilaridade, a
complexidade infinita e a dimensdo fraciondria (BARBOSA, 2005). Mandelbrot
denominou esses objetos de fractais baseando-se na palavra fractus, adjetivo do
latim, do verbo frangere, que corresponde a quebrar, fragmentar.

A Geometria dos Fractais estd relacionada a uma ciéncia chamada Caos. As
estruturas fragmentadas, belas e complexas, fornecem uma ordem ao Caos,
buscando padrdes dentro de um sistema aparentemente aleatdrio (BARBOSA,
2005). Tanto a Geometria dos Fractais quanto a ciéncia do Caos desenvolveram-se
pelo aprimoramento das técnicas computacionais. De acordo com Barbosa (2005),
na natureza existem formas irregulares, e tentar simplifica-las usando formas da
Geometria Euclidiana é considerado inadequado. Nesse sentido, a Geometria dos
Fractais pode oferecer aproximacdes para essas formas.

Um fractal possui suas partes semelhantes ao conjunto como um todo, de
forma exata ou aproximada, e isso é chamado de autossimilaridade (BARBOSA,
2005). A autossimilaridade exata é possivel através de instrumentos de desenho,
como o lapis, o compasso, a régua e o esquadro, ou por meio de softwares de
geometria dindmica. Tomemos como exemplo a construcdo do fractal Tridangulo de
Sierpinski feita no GeoGebra, conforme mostra a figura 1 a seguir.

Figura 1 — Triangulo de Sierpinski nos primeiros estagios

VYV Y

Fonte: Autoria propria (2023).
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O estudo da Geometria dos Fractais ndo poderia deixar de fora o conceito de
comportamento cadtico, e por esta razdo estamos nos referindo ao fenédmeno da
imprevisibilidade. O Fractal de Mandelbrot ou Conjunto de Mandelbrot ja foi
considerado o mais complexo objeto da matemdatica (BARBOSA, 2005). Em suas
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regioes, os pontos sdo plotados escapando para o infinito, e as cores dependem
do numero de itera¢des que o ponto levou para escapar para o infinito (Figura 2).

Figura 2 — Conjunto de Mandelbrot

Fonte: Wikipédia (2018).

Na figura 3, podemos observar o Conjunto de Julia, obtido a partir de pontos
do Conjunto de Mandelbrot.

Figura 3 — Conjunto de Julia

Fonte: BBC News (2019).

Em relacdo a nocdo de autossimilaridade aproximada, em que os padrdes ndo
se repetem com exatiddo, podemos observar esses aspectos em elementos
presentes na natureza, como na couve-flor romanesca e na samambaia, conforme
ilustram as figura 4 e 5.

Figura 4 — Couve-flor romanesca Figura 5 — Samambaia
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Fonte: Algar Sementes (2019). Fonte: Fractal Matematico (2011).
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O ramo da samambaia é semelhante a folha da samambaia, que por sua vez é
semelhante a samambaia como um todo, consistindo em uma forma de
autossimilaridade aproximada.

Outra caracteristica do fractal é a complexidade infinita, expressada através
do processo gerador dos fractais, podendo ser recursivo ou iterativo (BARBOSA,
2005). Em um fractal, podemos realizar um ndmero infinito de itera¢Ges e nunca
obteremos a imagem final desse fractal. A figura 6 apresenta o fractal Curva de
Koch com iteragGes até a sua terceira etapa.

Figura 6 — Curva de Koch

Fonte: Autoria propria (2023).

O fractal sera a figura limite do seu processo gerador, e vale ressaltar que esses
objetos geométricos ndo perdem sua definicdo formal na medida em que sdo
ampliados, mantendo a estrutura idéntica a original. E possivel observar que, a
cada segmento do fractal Curva de Koch, é realizada sua divisdo em trés partes de
mesma medida, e na segunda parte constrdi-se um triangulo equilatero. Tal
iteragcdo pode ser repetida infinitamente, dependendo da limitagdo do recurso
utilizado para a representagao do fractal.

Ja a dimensdo de um fractal ndo é necessariamente um numero inteiro. Ela
representa o grau de ocupacao do fractal no espaco e estd ligada ao grau de
irregularidade ou fragmentagdo (BARBOSA, 2005).

Embora a Geometria dos Fractais seja uma temadtica nova no cenario
educacional brasileiro, trazida a tona nos ultimos anos, especialmente no Estado
do Parana (PEREIRA; BORGES, 2017), ela ja havia sido recomendada nas Diretrizes
Curriculares do Estado do Parand — DCE (PARANA, 2008) e estd presente no
Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana - CREP (PARANA, 2021). Este
ultimo recomenda sua abordagem na unidade tematica de Geometria, nas nogdes
de Geometrias Nao Euclidianas.

Além disso, Pereira e Borges (2017, p. 567) destacam que
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[...] a construgdo de fractais estimula o senso estético do aluno,
proporcionando a criagdo de uma figura matematica que atrai sua
atengdo por ser, normalmente, desconhecida, fazendo-o imaginar
qual formato tal figura assumiria nas proximas iteracdes e
estimulando sua imaginacdo. Ndo podemos esquecer também do fato
de que, em muitas das atividades, é exigido o manuseio de objetos de
medicdo, como régua e compasso, o que contribui diretamente
também para a compreensdo de outros assuntos (geométricos,
sistemas de medidas etc.).

A ARVORE PITAGORICA

O fractal Arvore Pitagdrica consiste inicialmente em um tridngulo retangulo,
cujos catetos e hipotenusa sao dados pelo terno pitagérico fundamental (Figura 7).
A partir da hipotenusa e dos catetos, os quadrados que formam o fractal sdo
construidos. O quadrado, que tem como medida a hipotenusa, é o tronco inicial da
arvore, e os quadrados que tém os catetos como medida constituem o iniciador-
gerador! (Figura 8).

Figura 7 — Segmento, quadrado e cubo Figura 8 — Segmento, quadrado e cubo

Fonte: Autoria propria (2023). Fonte: Autoria propria (2023).

Para cada nova etapa sdo construidos, sobre o lado de cada quadrado oposto
ao respectivo cateto, novos triangulos retangulos semelhantes ao inicial, tendo a
medida da hipotenusa como aquela do lado do quadrado em que o tridangulo esta
justaposto. A cada nova iteracdo, cada cateto se transforma em um lado de um
novo quadrado, que se transforma em hipotenusa.

Conforme explica Barbosa (2005, p. 62), “[..] para se obter a
autossimilaridade, os novos triangulos retangulos precisam ser semelhantes ao
inicial, isto é, seus lados devem ser proporcionais aos nimeros 3, 4 e 5” (Figura 9).

Figura 9 — Arvore Pitagérica Fundamental
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Fonte: Autoria propria (2023).
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Escolhemos o fractal Arvore Pitagdrica pois ela permite a apreciacdo do belo
irradiante e da observacdo da regularidade harmoniosa nas suas proprias
irregularidades. Outro ponto levado em consideracdo é que fractais de arvores
pitagdricas podem variar o tridngulo inicial em outros ternos pitagdricos, por
exemplo: Arvore Pitagérica Isdsceles Regular (Figura 10), Arvore Pitagérica
Isésceles Obtusangula (Figura 11) e Arvore Pitagdrica Equilatera (Figura 12).

Figura 10 — Arvore Pitagdrica Isésceles Regular

Fonte: Autoria propria (2023).

Figura 11 — Arvore Pitagérica Obtusangula

Fonte: Autoria propria (2023).

Figura 12 — Arvore Pitagérica Equilatera

Fonte: Autoria propria (2023).

E ainda a Arvore Pitagérica permite diversas possibilidades de exploracdo em
sala de aula, como: uma exploragdo relativa a contagem, de forma a contar o
numero de quadrados induzindo o estudante a expressar uma féormula relacionada
a esse aspecto; tendo em vista a autossimilaridade dos triangulos, podemos
explorar a medida do comprimento dos lados dos tridangulos e a relagdo entre os
catetos e a hipotenusa; e uma exploracdo relacionada ao calculo da medida do
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perimetro e da area do fractal em suas etapas, investigando uma expressao que
represente o cdlculo a partir do modelo gerador com lado de comprimento
unitario.

A DIMENSAO FRACTAL

Podemos recordar o conceito de dimensdo a partir de objetos da Geometria
Euclidiana. Por exemplo, um ponto possui dimensao zero, um segmento de reta
possui dimensdo um, um quadrado tem dimensdo dois, e um cubo apresenta
dimensado trés. Para entender melhor, vamos considerar um segmento de reta, um
guadrado e um cubo repartidos em objetos autossimilares (Figura 13).

Figura 13 — Segmento, quadrado e cubo

Fonte: Autoria propria (2023).

O segmento foi dividido em duas pecas; o quadrado, em quatro pecas
(repartindo o lado em dois); e o cubo, em oito pecas (dividindo a aresta em duas).
Cada uma das pecas é autossimilar ao objeto como um todo, e essa divisao é feita
a partir de um fator de aumento (ou reduc¢do) também chamado coeficiente de
proporcionalidade (BARBOSA, 2005). O numero de pegas em cada caso é igual: ao
fator de aumento (2), para o segmento de reta; ao quadrado do fator de aumento
(22), para o quadrado; e ao cubo (23), para o cubo. Com efeito, o nimero de pegas
é dado por n = mP?, onde m é o fator de aumento e D é a dimens3o.

Vamos agora para o célculo da dimensdo a respeito do fractal Arvore
Pitagdrica. Considerando inicialmente a Arvore Pitagérica como um quadrado de
comprimento unitdrio, teremos, da primeira para a segunda itera¢do, o nimero de
pecas n = 3; e o fator de aumento m = 2 (Figura 14).

Figura 14 — Exemplo de figura

Fonte: Autoria propria (2023).
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Abaixo, apresentamos o calculo da dimensdo referente a primeira iteracao
realizada:

n=mP
3=2p0

_log3

~ log?2
047712
~0,30103

D = 1,585
Assim, temos a seguinte formula para os fractais: Dimensao = log (nUmero de

1 . -
pecas) / log (fator de aumento) ou D = %, chamada Dimensao Fractal.

CONSIDERAGOES FINAIS

Neste estudo direcionamos nossa argumentacdo em torno do cdlculo da
dimensdo do fractal Arvore Pitagdrica por um dos métodos possiveis de aplicagdo.
Destacamos que na literatura existem outros métodos para calcular e analisar a
dimensdo de um fractal, tais como: método de cdlculo de Massa-Raio; intersecao
acumulativa; BoxCounting; Dividers e Bouligand-Minkowski. Os métodos para o
calculo da dimensdo do fractal possuem se baseiam em um tipo de medicdo
diferente e podem apresentar resultados diferentes para o mesmo fractal
estudado (BACKES; BRUNO, 2005).

Por fim, esperamos que a presente discussdo possa contribuir com todos que
possuem interesse em estudar e debater em sala de aula sobre as Geometrias Ndo
Euclidianas, e mais especificamente a Geometria dos Fractais. Aspiramos que este
artigo possa fornecer subsidios para mais pesquisas que tratem a respeito da
dimensao fractal, tema que se mostra producente.

Ens. Tecnol. R., Londrina, v. 7, n. 1, p. 256-267, jan./abr. 2023.
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Geometry of Fractals: a proposal for
calculating the dimension of the
Pythagorean Tree

ABSTRACT

This discussion is part of a completed master's proposal. Therefore, this work aims to
present a possibility for calculating the dimension of the Pythagorean Tree fractal to be
worked on in Mathematics classes. Several forms found in nature do not allow to be studied
only with the aid of mathematical objects of Euclidean Geometry. Thus, the mathematician
Benoit Mandelbrot devised the Geometry of Fractals to explain and characterize irregular
shapes present in nature. Fractals are geometric shapes that have three fundamental
characteristics: self-similarity, infinite complexity and fractional dimension. This study
concentrates the discussion about the dimension of the fractal. The dimension of a fractal
is not given by an integer, as with the elements of Euclidean Geometry. Furthermore, the
dimension of the fractal regarding its degree of occupation in space is associated with its
irregularity, roughness, texture and density.

KEYWORDS: Mathematics Education. Non-Euclidean Geometries. Fractional dimension.
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NOTAS
1 De acordo com Barbosa (2005), entende-se por iniciador-gerador o modelo
gerador para todas as novas partes.
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