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Resumo— O presente trabalho propde um estudo detalhado da
implementacdo de uma ferramenta matemitica denominada
quatérnios duais e uma anilise & fundo sobre sua evolugio e
potencial aplicacio dessa ferramenta na area da robética. Em
paralelo a essa visdo € apresentado um comparativo com a forma
tradicional de calcular rotacéo e translacio na cinematica de robds
manipuladores. Os quatérnios duais tém sido massivamente
empregados na robdtica devido ao fato de serem
computacionalmente mais eficientes na representacio de
informacées rotacionais do que a representacdo com matrizes de
transformacio homogéneas. Assim, este trabalho tem como
objetivo fornecer uma explicacido detalhada através de um passo-
a-passo para o uso da algebra quaternidnica, de forma
simplificada, utilizou-se de exemplos para melhor compreensao da
implementacio em questio. Embora haja uma grande quantidade
de literatura sobre os aspectos tedricos de quatérnios duais, em
poucas delas existem exemplos praticos de como realmente
funciona o seu uso. Assim, ao dar uma clara no¢ao da introducao
a teoria de quatérnios duais, este documento também demonstra
sua aplicacido a um manipulador robético do tipo serial com 4
GDL. Nesta dissertacao foi possivel fazer uma comparacio entre
a cinematica direta e inversa calculada usando a algebra de
matrizes versus a algebra quaternidnica, verificou-se que os
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quatérnios sdo computacionalmente mais eficientes embora nio
aloquem menor drea da memoria de programa para o
microcontrolador Atmel Atmega 328/P. Foram realizadas
simulagdes e testes experimentais para comprovar os resultados.

Palavras Chaves— Quatérnios Duais Unitarios, Matrizes de
Transformagdoes Homogéneas, Cinematica Direta, Cinematica
Inversa

I. INTRODUCAO

S quatérnios simples sdo uma representagdo de rotagdes

3D com diversas vantagens em comparagdo com matrizes
de rotacdo. Contudo, os objetos rigidos ndo s6 giram, como
também realizam translacdo. A rotacdo quando associada a
translagdo ¢ chamada de transformacdo rigida, qualquer
deslocamento de um objeto rigido no espaco 3D pode ser
descrito por uma transformagao rigida. Os quatérnios duais sdo
tidos como uma melhor representacdo de transformagdes
rigidas por tratarem componentes de rotacdo e translagdo de
forma independente, desta forma ele unifica a translagdo e a
rotagdo em uma Unica variavel de estado. Esta variavel de
estado unica oferece uma forma robusta, inequivoca e
computacionalmente eficiente para representar transformagao
rigida. Quando os movimentos se tornam mais complexos em
termos de memoria computacional usada, problemas passam a
empregar os sistemas roboticos e os quatérnios duais sdo os
mais indicados para solucionar tais problemas.

Levar em considerag¢do complexidade temporal e espacial de
um algoritmo ¢ muito importante em programagdo. Afinal, é
necessario saber se o algoritmo levard microssegundos, horas,
dias ou centenas de anos para apresentar uma solugdo. Também
¢ preciso saber qual ¢ a quantidade de memoria que um
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algoritmo requer para produzir uma solug¢@o. Enfim, a analise
de algoritmos serve para classificar algoritmos como adequados
ou menos adequados para solugdo de problemas. Assim,
considera-se um algoritmo eficiente quando ndo se conhece
nenhum outro funcionalmente equivalente a ele ou que possua
menor complexidade.

Este trabalho se propde a utilizar os Quatérnios Duais
Unitarios (QDU) como uma alternativa para calculo da
cinematica direta e inversa, a0 mesmo tempo que se pretende
comparar os resultados de testes de eficiéncia de execucdo de
algoritmos obtidas com os resultados devido ao uso das
tradicionais Matrizes de Transformacdo Homogénea (MTH).

Uma transformagdo 3D completamente rigida pode ser
representada por uma componente translacional e outra
rotacional através de uma matriz 4x4 homogénea, nota-se que
as MTHs possuem a limitagcdo de serem dificeis para realizar a
interpolacdo entre as transformagdes. Alternativamente,
surgem os Quatérnios Duais como a melhor solucdo para
rotagdes, neles as transformacdes podem ser gerenciadas com a
vantagem de encapsular a translagdo e a rotagdo em um Unico
estado que pode ser interpolado sem esfor¢o utilizando oito
numeros escalares ao invés de dezesseis como nas MTHs. Nota-
se que os QDUs permitem facil a incorporagdo a sistemas
existentes, 1sso porque uma implementagdo com eles consegue
ir de encontro as implementagdes com MTHs realizando poucas
interferéncias nas montagens existentes.

A importancia deste trabalho resume-se na otimizagdo do
calculo de tarefas com manipuladores robéticos, resultando em
tarefas operacionais mais 4ageis ja que o desempenho
computacional ¢ o foco do trabalho, bem como a simulagéo,
modelagem e implementagdo de sistemas para a verificagdo da
maneira mais eficiente de execucdo de algoritmos de
cinematica direta e inversa.

II. CONCEITUANDO A CINEMATICA DE ROBOS
MANIPULADORES

A classifica¢ao de robds quanto a sua arquitetura e estrutura
¢ fundamental para identificar as diferengas entre eles que
influenciardo nos célculos de cinematica e controle. A
arquitetura de um robo se refere a maneira que os respectivos
elos e juntas se conectam, ja a estrutura de um rob6 considera o
posicionamento dos eixos das juntas para formagdo da cadeia
cinematica do rob6. De maneira genérica, um robd serial ¢é
aquele cuja cadeia cinematica ¢ aberta parecida com um brago
antropomorfico, esse tipo de robd é formado por uma tUnica
cadeia cinematica onde apenas um elo esta conectado a base, o
final da cadeia cinematica € livre para se mover no espago. Um
robd paralelo ¢ formado por no minimo duas cadeias
cinematicas independentes, as varias cadeias cinematicas se
ligam a um outro elemento fixo que constituird a base do
efetuador(mecanismo de cadeia fechada tem o efetuador ligado
a uma base fixa),esses robos resultam na maioria das vezes em
sistemas redundantes com mais atuadores que o nmimero de
graus de liberdade controlados pelo efetuador [7][20].

Em [13] os autores explicam que uma modelagem
sistematica de robds requer um método apropriado para a
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descricdo da morfologia deste. Varios métodos e notagdes
foram propostos ¢ o mais utilizado é o de Denavit-Hartenberg
(DH), desenvolvido para estruturas abertas simples de robos
seriais, como a mostrada na Fig.1—(a). Este método DH
apresenta ambiguidades quando ¢ aplicado a robos com cadeias
cinematicas fechadas ou robds estruturados em arvore, Fig. 1 —
(b) e (c¢). Quando o modelo DH convencional nio ¢ aplicavel,
uma alternativa ¢ a notagao de Khalil ¢ Kleinfinger (1986) que
¢ um modelo que prevé modifica¢cdes no modelo DH original e
que permite a descricdo unificada de robds complexos e com
estruturas mecanicas articuladas, além da tradicional descri¢ao
de robds seriais.

Fig.1 Estruturas de Robds (a) Brago robotico; (b)Robod
Paralelo; (¢c) Robo modelo Dexterous [9] [25] [39]

Em analise a rob0s seriais de estruturas abertas simples, [32]
explica a convengdo de Denavit Hartenberg. Esta convengdo
precisou existir considerando que os sistemas de coordenadas
de cada junta do manipulador ndo poderiam ser definidos
arbitrariamente, por uma questdo de consisténcia e eficiéncia
computacional o modelo adotado permitiu a localizagao destes
sistemas sem gerar ambiguidades.

O autor [34] ao explicar o modelo Denavit-Hartenberg (DH),
afirma que ndo ¢ possivel representar qualquer matriz de
transformacgdo homogénea usando somente quatro parametros
0, d, a, a), desta forma para garantir somente as
transformagdes homogéneas passiveis de serem expressas, duas
outras proposi¢cdes devem ser atendidas no modelo DH
juntamente com os quatro parametros de modo que permita
especificar qualquer transformagdo homogénea resultante no
manipulador robdtico : (1) o eixo x da junta posterior deve ser
perpendicular ao eixo z da junta anterior, de modo a garantir
que o produto escalar destes dois eixos seja nulo e portanto os
angulos 6 e o existam; (2) o eixo x da junta posterior deve
interceptar o eixo z da junta anterior, garantindo que o
deslocamento de um elo para o outro resulte em uma equagao
que possa ser expressa pela combinagdo linear dos dois eixos.

O Sistema nsa definido por conven¢ao para o efetuador esta
ilustrado na Figura 2, onde o eixo z representa a dire¢do de
ataque ou direcdo para a qual o efetuador estd apontando
(“approach™) , o eixo y ¢ a diregdo de escorregamento para
abertura e fechamento da garra/ferramenta (“sliding”) e o eixo
x ¢ dire¢do normal que € ortogonal ao plano formado pelas
direcdes z ¢ y (approach e sliding) saindo pela regra da méo
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direita. Esta convengdo ¢ também conhecida como movimentos
de rolagem, arfagem e guinada (roll, pitch e yaw — z, y e X) ou
ainda pode ser chamada X-Y-Z angulos fixos. [11][28][30].

Um robd cuja configuracdo ¢ conhecida, ou seja, o
comprimento de todos os elos e dngulos articulares do robd
foram medidos e determinados. O célculo da posicdo e da
orientagdo do efetuador do robd ¢ chamado de analise
cinematica direta. Em outras palavras, se todas as variaveis
articulares do robo sdo dadas, entdo, com o uso das equacdes de
cinematica direta é possivel calcular onde terminal final do robd
esta em qualquer instante de tempo [23].

As coordenadas finais podem ser representadas pelo vetor de
posicdo d, onde n,s,a sdo vetores ortonormais que descrevem a
orientagdo do efetuador em relagdo a base [29]. Estes vetores
formam a matriz de rotagdo R. [35].

Para realizar o comando de um manipulador ¢ necessario o
modelo inverso, nele é dado a posigdo e orientacdo desejadas
para o efetuador, deseja-se saber os valores de 6i em cada junta.
A cinematica inversa ¢ muito parecida com a equacdo
cinematica direta, porém com as entradas ¢ saidas invertidas. O
problema da cinematica inversa de posigdo pode ser bastante
dificil de se resolver pois resulta em doze equagdes ndo lineares
e n incognitas [23] [35].

A. Matrizes de Transformag¢ao Homogéneas (MTH)

Por definicdo, uma transformacdo é a realizagdo de um
movimento no espago. Uma transformacgdo ¢ uma mudanga no
estado de um referencial (localizagdo e orientagdo) e, portanto,
um vetor, um objeto, ou um referencial moével se movendo no
espago em relacdo a um sistema de referéncia fixo podera ser
representado como um referencial. A transformagdo pode se
apresentar como uma das seguintes formas: uma translagio
pura, uma rotagdo pura em torno de um eixo ou ainda uma
combinagdo de transla¢des e/ ou rotagdes. A movimentagdo de
um corpo rigido no espago pode ser modelada como uma
transformagdo linear representada por matrizes de
transformagdo. A matriz afim consiste na combinagdo de um,
ou de mais tipos de transformagdes lineares. Busca-se entdo
uma representacdo para a translacdo e rotagdo de um objeto ja
que esses sdo os tipos de movimentagdo possiveis em um
robo[23]:

nx SX ax px
H=|" % % Py (1)
nZ SZ aZ pZ

0 0 0 1

Na representacdo padrdo cada uma das matrizes pode ser
obtidas por meio de quatro transformagdes homogéneas
basicas, de acordo com a estrutura rigida do robé manipulador

HDH; t= Rz,e * Tz,d * Tx,a * Rx,a
Co, —Se; 0 0] 1 0 0 O

_|Se; Cop 0 0Of[, |0 1 0 O], (2)
0 o 1 o0 |0 014
0 0 0 1 0 0 0 1
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100 [ 0 0 0
. 010 0 . 0 Cai _Sal 0
0 010 0 So Cop O
0 0 0 1 0 0 0 1
Cy, = cos(6;) Sp; = sen(0;)

Cq; = cos(a;) Sa; = sen(a;)

A matriz global de rotagdo nsa, também chamada de matriz
global roll, pitch e yaw ¢ dada:
Rzyx = Rz, * Ry, * ny

1 T2 T3
21 T2 T23
31 132 T33
3)
(CoCp) (CuSpS,—5u,C,) (CuSyCyp+S,S,)
(S0 Co) (SwSpS, +CuC,)) (SuSyC,—CyS,)

—So ( Co Sy) ( Co CY)

Os angulos extraidos da matriz de rotagdo nsa séo dados por:

Orary = atan? (=) )
721
/c
Wyotz = atan2 (T11/C®) = atan2 (Z_i) 5)
[0}
732
/c
Yrotx = atan2 (r33/c®) = atan2 (:z_z) ©)
?

A inversa de uma Matriz de Transformagdo Homogénea
(MTH) ¢ dada:
[nx ny ny (_nxpx - nypy - nzpz) ]
Sx Sy Sz ( —SxPx — SyDPy — Szpz) (7)
Ax ay a; (_axpx — aypy — azpz)
0 0 0 1

B. Quatérnios Duais Unitdrios (QDU)

Uma transformacao 3D completamente rigida é composta de
uma componente translacional e outra rotacional, que ¢
tradicionalmente calculada através de uma matriz 4x4
homogénea. No entanto, as matrizes homogéneas possuem a
limitagdo de ser dificil realizar a interpolagdo entre as
transformagdes. Alternativamente, surgem os quatérnios duais
como a melhor solugdo para rotagdes, neles as transformagdes
podem ser gerenciadas com a vantagem de encapsular a
translacdo e a rotacdo em um unico estado que pode ser
interpolado sem esfor¢o [31].

A comunidade de roboticistas tem dado cada vez mais
atengdo especial aos QDUs tanto para modelagem cinematica
para robds com n graus de liberdade quanto para estratégias de
controle cinematico, isso porque a economia de memoria e a
eficiéncia computacional dos QDUs foram destacadas como
superiores em relagdo as MTHs [38] [19].

Os QDUs ja foram empregados de forma efetiva na

ISSN: 2318-4531



JOURNAL OF APPLIED INSTRUMENTATION AND CONTROL

computagdo grafica, em visdes computadorizadas, na
navegagdo e etc. As operagdes com QDs destacam-se também
pela maior robustez a erros numéricos [24]. A falta de robustez
nos calculos é ruim por resultar em problemas de precisdo
numérica (ou estabilidade numérica) que surgem devido a
aritmética inexata do computador, pois os numeros adotados
nos célculos sdo normalmente os niimeros de ponto flutuante de
precisdo fixa ou até mesmo inteiros, apds realizar varios
calculos usando o computador nota-se que ao invés dos
numeros reais exatos esperados tem-se em teoria precisdes
arbitrarias, levando a respostas incorretas[22]

A comunidade de roboticistas tem dado cada vez mais
atencdo especial aos QDUs tanto para modelagem cinematica
quanto para propostas de controle, isso porque a economia de
memoria e a eficiéncia computacional dos QDUs apresentam
superioridade em relacdo as MTHs [19][38].

Dentre as vantagens dos quatérnios duais [17][21][24][30]:

e Combinam rotagdo e translagdo em uma unica variavel de
estado;

¢ Sdo uma representacdo compacta (8 niimeros escalares);

e Eles sdo facilmente convertidos em outras formas (por
exemplo, forma matricial);

e Podem ser facilmente interpolados sem ambiguidade;

e Computacionalmente mais eficientes (quando comparado a
matrizes de transformacdo homogénea);

e Podem ser incorporados em um sistema ja implementado sem
fazer muita interferéncia;

e Apresentam uma forma vnica de representagdo para
coordenadas de transformacao rigida;

o Auséncia de singularidades ao serem representados no espago
Euclidiano;

e Melhor robustez devido a erros numéricos;

e Melhor performance na modelagem cinematica de bragos
robéticos com n graus de liberdade e, também, no controle
proporcional.

Os quatérnios simples, segundo [15], tem sido uma
ferramenta popular na computac@o grafica 3D ha mais de 20
anos, sdo quatro termos contendo numeros reais

(4r ,4x,9y,4y), dos quais os trés termos (9%, 9y ,q;) sdo

componentes de um vetor. Os quatérnios podem ser
representados :
Q=QT+qxi+qyf+QZk (¥
ou
Q=4qr +q

Onde 1, fe k sdo vetores unitarios associados com o0s €ixos
do sistema de coordenadas cartesianas do vetor § € g,
representa a parte real do quatérnio.

Os quatérnios classicos sdo restritos para a representagao
somente de rotacdes, no entanto, em aplicagdes graficas
normalmente trabalha-se com rotagdo composta com a
translagdo, isto €, transformagdes rigidas [15].

Um quatérnio dual pode ser utilizado para definir um corpo
rigido rotacionando um angulo ¢ em torno de um eixo U que
passa pela origem conforme:
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= cos (5) + 7 sin () ©)

g, = cos (g) (10)

g, = i sin (g) (11)

g5 = j sin(%) (12)

q, = k sin (g) (13)

Os quatérnios duais sdo entidades matematicas cujas
componentes sdo niimeros duplos, e eles podem ser expressos
por:

Q=0+ £Q, (14)

Onde, tanto Q quanto Q, sdo quatérnios simples e €¢ a
unidade dual. Um quatérnio dual pode formular um problema
de forma mais concisa, resolvé-lo mais rapidamente ¢ em
menos etapas, apresentar o resultado mais claramente para os
outros, ser posto em pratica com menos linhas de codigo e
depurado sem esforco.

Outra representacdo dos quatérnios duais ¢ dada por:

1 Qp,
QPi [ Zl 1
2
QPj qs
Qpy qs
= = 15
Q Qp, qs (13)
QDi 376
QDj L qg |
,QDk i

Os quatérnios duais representam transformacdes rigidas da
mesma maneira como quatérnios classicos representam
rotagdes. Os quatérnios duais associados a algoritmos puderam
ser aplicados em combina¢des de movimento, analises de
movimento, enquadramento espacial chave, visdo por
computador e hardware grafico [15].

Em [2] é mostrada a cinematica em manipuladores roboticos
utilizando quatérnios duais para proceder uma sequéncia de
multiplicagdes que podem ser empregadas em conjunto com os
pardmetros de Denavit-Hartenberg de modo a encontrar o
modelo cinematico direto. Fazendo uso dos quatérnios duais,
onde o simbolo ‘W’ representa a multiplicagdo de dois
quatérnios duais, a equagao resultante ¢ dada por:

Qn, ' =RyomT,amT  WR,, (16)
rcos(0;/2)1 117 1 1 71 [cos(a;/2)7
0 0 0 sen(a;/2)
0 0 0 0
i— 9,/2 0 0
QDH: t= Sen(ol/ ) LI LI L 8
0 0 ai/Z 0
0 0 0 0
B 0 | _di/2_ L 0 B 0 |
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Os quatérnios duais tiram vantagem em relacdo as
matrizes homogéneas quando se trata da memoria ocupada por
estes, uma vez que as matrizes homogéneas exigem doze
numeros para representar seis graus de liberdade enquanto que
os quatérnios duais exigem apenas oito [26].

A representacdo para a translagdo de um quatérnio dual pode
ser dada por:

transt () =2+Qp m Q" (17

07 1 917 1 0 7
0 —q> 0
0 —q3 0
transl (2) =2x qos = _3‘5‘ = 8
9e —e Xg
q7 —q7 YE

1qgd L—qgd L zp |

_ _ qs

Xg 9 *qq qs  tq;3 q
p=|Ye|=2|-¢: +as +tar —a|lg2]| (18)
Zg —q4s —Qqz3 tq +q ds

Em notacdo quaternidnica, o sistema nsa ou sistema roll,
pitch e yaw possui equivaléncia em relagdo as MTHs. Os
parametros de Euler conhecidos para os quatérnios unitarios e
de onde podem ser extraidas as rotagdes em torno dos eixos Y,
Z, X possui matriz de rota¢do equivalente dada por:

1 Tz T3
[7"21 T22 rzsl =
31 T32 T33
2(9293 — 9194)
(1-2q2* —2q4%)
2(9394 + 9192)

(19)

2(9294 + 9193)
2(9394 — 9192)
(1-2q,% - 2q3%)

(1-2q5* —2q,%)
2(9293 + q194)
2(9294 — 9193)

A inversa de um Quatérnio Dual (QD) ¢ dada:

_ Q
Q == 2
le]
— q1 —
—q>
—qs3
-1 —q4
Qe = qs
—(qs
—q7
L _qs A

(20)

III. ANALISE DE DESEMPENHO COMPUTACIONAL

Dados dois algoritmos diferentes para resolver o mesmo
problema, deseja-se escolher qual desses algoritmos ¢ o melhor,
para isso deve-se pensar em termos de eficiéncia (ou custo
computacional), ou seja, aquele algoritmo que consumir menos
recursos para realizar uma mesma tarefa é o mais eficiente. Em
geral, a analise do custo computacional ¢ feita de duas formas:
em termos de tempo e de espaco ocupado. Quando se trata da
eficiéncia espacial ou eficiéncia da memoria, deseja-se a
informag¢do de quanta memoria estda sendo utilizada pelo
algoritmo para armazenar os dados, sejam matrizes, vetores ou
escalares e, também, informacdo em relagdo a hierarquia das
memorias acessadas (registros, cache, memoria principal,
armazenamento em disco). Quando se trata de eficiéncia
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temporal, a intengdo ¢ saber quanto tempo um algoritmo leva
para realizar determinada tarefa. E razoavel de se pensar que o
tempo vai ser proporcional ao nimero de operagdes de ponto
flutuante (“flop”) feito pelo algoritmo, observa-se que o tempo
total ndo depende apenas disso, mas também de outros fatores
como memoria, taxas de transferéncias de dados da memoria
para o CPU, redes, etc. A contagem do numero de operacdes
(“flop™) para realizar determinada tarefa ¢ uma maneira de
verificar a eficiéncia computacional. E importante salientar que
a eficiéncia temporal e a eficiéncia espacial ndo sdo
independentes, uma leva a outra ja que a habilidade de um
algoritmo acessar uma memoria influencia diretamente no
tempo de execugdo do algoritmo [36].

A. Multiplicagées, Adi¢ées e Fungdes trigonométricas

Em [2] afirma-se que o custo de calculo de transformagdes
rigidas usando matrizes de transformagdo homogénea ¢ maior
que o custo de utilizar quatérnios duais, dos resultados das
analises deste autor decorrem-se o custo de calculo da
multiplicagdo de m MTHs levando em conta o custo individual
do célculo de cada MTH e também multiplica¢des entre elas,
dado por:

m-1
Hpy ',

= {func.trig., mult., adi¢cdes}

0 1
custororar (HDH 1 *Hpu'y

CuStOTOTAL( HDHOm )
= {4m,70m — 64,48m — 48} (21)
Em comparag@o as MTHs, [2] também revela que o custo de
calculo da multiplicagdo de m QDUs que leva em conta o custo
individual do célculo de cada QDU e também a multiplicagdes
entre eles:

0 1 -1
custorora, (QDH . Qpy , QDHr:; )

= {func.trig., mult., adi¢cdes}

Custororay ( QDHO )
—'m

= {4m,60m — 48 ,44m — 40} (22)

A comparagdo entre as equagdes (21) e (22) foi mostrada no
Grafico 1, nele ¢ evidenciado que & medida que o niimero de
graus de liberdade do robd cresce (m cresce) os Quatérnios
Duais executardo menos operagdes (multiplicacdo e somas ou
subtragdes) do que as Matrizes de Transformacao Homogéneas:
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Grafico 1: Comparacdo entre QDU e MTH operacdes de
multiplicagdo e somas ou subtracdes

B. Numero de Flop

O custo computacional de resolver um sistema linear &,
muitas vezes, determinado pelo tempo que um computador leva
para executar os calculos. Em geral, o tempo de computacao
depende de dois fatores: a velocidade do processador e o
numero de operagdes exigidas pelo algoritmo [3][40].

Em [1] realizou-se uma comparagdo (termo em inglés
‘benchmark’) para mensurar a distribuicio de memoria em
algoritmos, a forma fundamental para avaliar a performace foi
o tempo para completar uma tarefa especifica. Em sua defini¢do
de tempo, o autor afirma ter usado em seus experimentos uma
medicdo de tempo externa (do inglés ‘external clock’) para
contabilizar o tempo decorrido em cada operagdo, mas outros
meios de contabilizar o tempo, segundo o autor, poderiam ser
cuidadosamente analisados se fosse possivel, claro, visualizar o
tempo dedicado para uma tarefa especifica. Segundo o autor, o
dificil é a medigao do tempo de CPU, pois, quando usado para
medir o tempo de operagdo poderia variar dependendo do
sistema operacional levando a uma comparagdo injusta
dependendo do processador de cada computador. A quantidade
aritmética para avaliar a performace ¢ dada em FLOP ou
MFLOP (10° FLOP), essa ¢ uma unidade de contagem de
tarefas executadas. E importante ndo confundir com 'Flop/s' ou
'MFlop/s' que é usado para medir a taxa de operagdes por
segundo. De maneira simplificada, os custos de execugdo das
operagdes mais comuns sdo dados por:

Tabela I - Comparacio das operagdes mais comuns

Operagao Peso da Operagdo
Ponto Flutuante
Adigao, Subtragdo e Multiplicagdo 1 flop
Divisdo e Raiz Quadrada 4 flop
Fungdo exponencial e Fungoes 8 flop
trigonométricas

C. Comandos de Interrupgdo em Algoritmos

Uma interrup¢do, de acordo com [8] , é um evento
assincrono, imprevisivel e que pode ocorrer multiplas vezes
antes, durante ou apds um ciclo de instru¢do de um programa,
requerendo portanto imediata atengdo. Na entrada e saida de
uma interrup¢do, um dispositivo externo ou uma condicao
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interna pode forcar a CPU a interromper a execugdo do
programa principal temporariamente para que possa executar
um outro programa conhecido como rotina de interrup¢do do
servico (ISR- Interrupt Service Routine), o programador
escreve o comando da rotina de servigo de interrupgdo em outro
endereco. Essa rotina satisfaz as necessidades do dispositivo
externo ou da condicdo interna. Uma vez que a interrupg¢do €
reconhecida, o microcontrolador salva internamente o endereco
de retorno e o conteudo de alguns outros registros e ramifica-se
automaticamente para um endereco pré-definido pelo
fabricante. O microcontrolador geralmente deixa incompleta a
instrug¢do atual e com o enderego de retorno e conteiido de
certos registros internos, depois de completar a rotina de
interrupgdo, retorna a instrugdo anterior para executar o
controle no ponto de parada do programa principal. A
interrup¢do ¢ muito semelhante as sub-rotinas ou fungdes
encontradas linguagem C [27].

D. Analise de Complexidade de Algoritmos — Modelo RAM

O modelo de Maquina Acesso aleatorio (sigla RAM do inglés
“Random Access Machine”) caracteriza o tempo de execucao
como uma fungdo do tamanho da entrada (n) no algoritmo.
Muito cuidado para ndo confundir este modelo com outro termo
da computagdo relacionado a memoria RAM (sigla RAM
também usada para se referir ao acesso aleatorio a memoria do
inglés “Random Access Memory”). O modelo RAM em
questdo possui uma abordagem tedrica que analisa uma
descricdo de alto nivel do algoritmo, trata-se de um modelo de
computagdo genérico que contém instrugdes encontradas em
algoritmos reais cujos tempos sdo considerados constantes na
maioria dos computadores, tais como instru¢des aritméticas
(soma, subtragdo, resto, piso, etc), de movimentagdo de dados
(carregar, armazenar, copiar), de controle (desvio condicional,
chamada e retorno de fun¢des). O modelo mede a eficiéncia de
execugdo contando o numero de passos de acordo com o
tamanho da entrada no programa. O modelo parte do principio
de que independente da maquina usada (uso de um computador
hipotético) ¢ possivel contar os passos (‘step’) de acesso
aleatorio ou RAM de acordo com a as instru¢des em cada linha
do algoritmo, obedecendo as duas descri¢des a seguir [10] [33]:

o Cada acesso a memoria leva exatamente um passo, ou seja,
cada operacgdo simples no algoritmo (+, *, -, =, if, call) é
contabilizada uma tinica vez.

e Loops (for, while) e sub-rotinas ndo sdo considerados como
operagdes simples. Em vez disso, eles sdo contabilizados
como uma composicdo de muitas opera¢des. Nao faria
sentido classifica-los como uma operagdo de etapa Unica, ja
que executar um loop 1.000.000 vezes -certamente
demoraria muito mais do que executa-lo 10 vezes. O tempo
que leva para percorrer um loop ou executar um
subprograma depende do niimero (n) de iteragdes do loop
ou da natureza especifica da sub-rotina.

IV. MICROCONTROLADOR, MEMORIA E COMPILACAO DE
DADOS

Um microprocessador ¢ um circuito integrado responsavel
pelo processamento de dados, ¢ a unidade logica que executa

ISSN: 2318-4531



JOURNAL OF APPLIED INSTRUMENTATION AND CONTROL

operagdes aritméticas com diversos registradores especiais,
para este componente funcionar existe a necessidade de outros
dispositivos externos que contenham memoria de leitura e
escrita para entdo haver o armazenamento de dados e
programas, no microprocessador os dados sdo apenas
processados, necessitando de dispositivos periféricos que
comuniquem com estes dados para o armazenamento
permanente, a conversao, a interface, etc. Por outro lado, uma
unidade de comando controlado (MCU) ou microcontrolador é
considerado mais do que um microprocessador. Além de todas
as fungdes de um microprocessador, o microcontrolador possui
memoéria RAM, memoéria ROM, temporizadores, contadores,
porta serial, conversores ¢ portas de I/O em um sé circuito
integrado, ou seja, um microcomputador em um unico chip
[6][12][18].

Em [14], [16] e [37] explica-se os trés tipos de memorias,
suas caracteristicas ¢ fung¢des dentro do microcontrolador
principal (Atmel Atmega328/P [4]) da placa Arduino UNO [5]
empregada no projeto como:

e Memoéria EEPROM ¢ uma memoria ndo volatil o que
significa que as informagdes contidas nela continuardo
gravadas mesmo quando o sistema for desligado. Os
dados nela s6 podem ser lidos byte-a-byte, e por isso pode
ser um pouco complicado usa-la. Essa memoria pode
sofrer modificagdes durante a execucdo do algoritmo, pois
pode ser usada para leitura e também gravacao durante a
execuc¢do do programa. Essa memoria ¢ mais lenta que a
memoria SRAM.

e Memodria Flash ¢ aquela que possui a mesma tecnologia
empregada em pen drives e cartdes SD, ¢ chamada pelo
fabricante Atmel de memoria de programa (sketch) e €
usada para armazenar o algoritmo em si ¢ quaisquer dos
dados (variaveis) que serdo utilizados no programa sao
gravados nesta memoria, esta ¢ uma memoria ndo volatil
e mesmo que haja uma queda de energia suas informagdes
continuam inalteradas. O cédigo do programa é executado
a partir da memoria flash e ela ndo sofre modificacdes
durante a execugdo do algoritmo, a modificacdo desta
memoria requer alteragdes no codigo fonte e nova
compilagdo do programa.

e Memoédria SRAM (do inglés “Static Random Access
Memory”) é a memoria que pode ser modificada durante
a execucdo do algoritmo, assim como a EEPROM ¢ usada
para leitura e escrita de dados a partir da execugdo do
programa, a diferenca é que se trata de uma memoria
volatil e os dados dessa memoria sdo perdidos caso haja
queda de energia. E uma memoéria de grande importancia,
pois € nela onde se passa todas as agdes tais como:
alocacdo estatica e dindmica de variaveis, ponteiros para
chamadas de fungdes, etc. E nela que desenvolvedores
concentram esfor¢os de otimizagdo, pois ¢ nela onde
acontecem a maioria dos problemas como a
reinicializagdo indesejada (inglés ‘“‘auto-reset”) do
microcontrolador e/ou dados corrompidos que exibem
resultados imprecisos ou com erros grosseiros retornados
pelo MCU.
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V. METODOLOGIA

Foi construido um protétipo com 4GDL (Graus de
Liberdade) e um desenho foi feito em escala real com trés
dimensdes no software SolidWork para melhor acompanhar o
movimento e espago de trabalho do manipulador:

Fig. 2 Comparativo Robd 4GDL e Desenho em SolidWorks

Os célculos das cinematicas direta e inversa foram realizados
para o manipulador de trés maneiras distintas: por geometria,
por matrizes de transformag@o homogénea e por meio dos
quatérnios duais. Nos trés casos, as equacdes da cinemadtica
direta chegaram as formas compactas:

xXg = a40,3,C; + a3C,Ch3 + a,C,C, +dCy (23)
Vi = a4053,51 + a35,Co3 + a,5,C, +dS; (24)
Zp = a45734 + a35;3 + a5, +d; (25)
Broty = —(6, + 65 +6,) (26)
Wrorz = 61 (27)
Yrotx = 90° (28)

A cinematica inversa, para os trés casos, chegou as equagdes
compactas:

0, = arctan2 (iﬁ) (29)
E
0, = arctan2 (i—V;"*Z ) (30)

(zg —di+ay S@)2 + (,/xEZ + Y52 — a,Cp — d)2 —ay? — az?

2xa,xaj
_ zg—dq+a, sin(@)
0, = atan2 (Jx52+y52— » COS(@)_d> (31)
_ as sin 63
atanZ (a2+a3 cos 93)
0,=-0—0,—0; (32)

Simplificacdes no numero de operagdes foram executadas
tais como substituicdes trigonométricas de angulos conhecidos
aliados as equacdes de identidades trigonométricas
fundamentais. Os graficos exibem a comparag@o entre MTHs e
QDUs. O Grafico 2 mostra a comparacéo entre cada uma das
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transformagdes da cinematica direta do rob6é com 4GDL (m =
4), ja o Grafico 3 mostra as transformagdes da cinematica direta
que envolvem multiplicacdo de matrizes e multiplicacdo
quatérnios duais.
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Grafico 2. Comparagao entre cada uma das transformagdes
da cinematica direta do rob6é com 4GDL
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Grafico 3. Transformagdes da cinematica direta que envolvem
multiplicagdo de matrizes e multiplicagdo quatérnios duais

Um comparativo entre as operagdes foi realizado para o
Microcontrolador Atmega 328/P (MCU), atribuiu-se a
operag¢do de menor custo (soma) como base de comparagido com
as demais operagdes. Os valores como foram comparados com
a variavel do tipo ‘float’ sdo por definicdo os numeros de flop
de cada operagao, os resultados foram apresentado em:
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Grafico 4. Numero de Flop para cada operagdo no MCU

Foi possivel contabilizar o numero total de flop que

, operagdes utilizando as MTHs e os QDUs utilizariam ao serem

implementados no MCU, os resultados foram exibidos:

Tabela II - Numero total de flop para Cinem. Direta com MTH

¢ QDU
Cinemati | Operagdes FLOP
ca Direta total
com Fungdes Soma e Multip.
Simplif. Trigon. | Subtragdes
MTH 8 9 19 92
QDU 12 21 52 169

Tabela III - Numero total de flop para Cinem. Inversa com

MTH e QDU
Cinematica | Operagdes FLOP
Inversa total
com Fungdes Soma e Multip.
Simplif. Trigon. | Subtragdes
MTH 4 14 22 68
QDU 4 39 100 171
Tabela IV - Interrupcdo aplicada aos algoritmos de cinematica
direta MTH e QDU
Valor do contador | Tempo em
segundos
MTH 233.176 0,233s
QDU 152.770 0,152s

A comparagdo entre as fungdes utilizadas nos algoritmos
MTH e QDU para contagem do niimero de passos pelo modelo
RAM foram apresentadas em:

Tabela V - Comparagdo entre o nimero de passos modelo
RAM para os algoritmos MTH e QDU
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Passos do | Passos
Fungédo algoritmo | do
MTH algoritmo
QDU
Declaragdo Variaveis inicio do 212 100
algoritmo
Quatro Fungdes de transformacao 232 212
MTH/QDU
Trés Funcdes de multiplicacao 624 369
mult matriz / mult qua
Funcdo print_array 94 34
Funcgdo para obter a translacdo 38 46
final
translacao_mat/translacdo quat
TOTAL de passos do algoritmo 1.200 761

Os resultados para algoritmos aplicados a cinematica direta
apontam que os QDUs ocupam 1,48 vezes mais espago de
armazenamento para o programa (sketch) do que as MTHs, em
contrapartida o QDU utiliza quase 2 vezes (1,93) menos a
memoria dindmica do MCU, conforme mostrado em:

Tabela VI - Algoritmos de cinematica direta utilizando MTH

e QDU
Espago de Variaveis globais
Armazenamento | e locais, uso de
para o programa | memoria
(SKETCH) dindmica
Total Atmega 32256 bytes 2048 bytes
328/P
MTH 4780 bytes (14% 958 bytes (46%
do total) do total)
QDU 7088 bytes (21% 496 bytes (24%
do total) do total)

VI. CONCLUSAO

O calculo da cinematica direta e inversa fazendo uso do
software MAPLE utilizando as Matrizes de Transformagio
Homogénea e os Quatérnios Duais Unitarios chegaram aos
mesmos resultados conforme esperado para as duas aplicagdes.

A cinematica direta utilizando microcontrolador Atmel
Atmega328/P  para comparagdo entre Matrizes de
Transformacdo Homogénea e Quatérnios Duais Unitarios
demonstrou que os QDUs foram superiores nos testes de
eficiéncia temporal utilizando interrupgao sendo 1,53 vezes
mais rapidos e no teste modelo RAM para analise da eficiéncia
de memoria dindmica ocupada onde os QDUs executaram 1,57
passos a menos do que as MTHs.

O teste para contagem de operagdes e nimero de Flop
mostrou que os QDUs possuem mais operacdes do que as
MTHs devido a dificuldade em realizar simplificagdes
aritméticas e identidades trigonométricas nos resultados com os
QDU.

A analise utilizando o proprio software Arduino IDE
verificou que as MTHs ocupavam menor memoria de
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armazenamento do programa, o que era esperado ja que estas
executaram menos operagdes aritméticas conforme demostrado
em primeiro teste com contagem de operagdes e numero de
Flop, por outro lado, os QDUs ocuparam menor memoria
dindmica do microcontrolador explicando o motivo de os
QDUs terem tido um melhor desempenho nos testes de
interrup¢do e modelo RAM.
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Analysis of Computational Efficiency applied to
Forward and Inverse Kinematics of Robotic
Manipulators using Homogeneous Transformation
Matrixes and Dual Quaternions

Abstract— The present work proposes a detailed study of the
implementation of a mathematical tool called dual quaternions and a
depth analysis of its evolution and potential application on the robotics
field. In parallel to this view is presented a comparison between the
traditional way of calculating rotation and translation in the kinematics
of manipulator robots. Dual quaternions have been massively used in
robotics because they are computationally more efficient in
representing rotational information than the representation with
homogeneous transformation matrices. Thus, this work aims to
provide a detailed explanation through a step-by-step for the use of
quaternion algebra, in a simplified way, were used examples to better
understand the implementation. Although there is a lot of literature
about the theoretical aspects of dual quaternions, in a few of them there
are practical examples of how their use really works. This work gives
a clear notion of the introduction to the dual quaternion theory, in
addition to it, this document also demonstrates its application to a 4-
DOF serial robotic manipulator. In this dissertation it was possible to
make a comparison between the direct and inverse kinematics
calculated using the matrix algebra versus the quaternionic algebra, it
was verified that the quaternions are computationally more efficient
although they do not allocate smaller area of the program memory for
the Atmel microcontroller Atmega 328/P. Simulations and
experimental tests were performed to prove the results.

Index Terms— Unit Dual Quaternion, Matrices of Homogeneous
Transformations, Direct Kinematics, Inverse Kinematics.
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