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Um estudo sobre o tratamento formal dos
numeros racionais

RESUMO

O seguinte artigo tem por objetivo apresentar um estudo sobre o tratamento formal para
alguns conceitos referentes aos numeros racionais, discutidos a partir de demonstragdes.
Nosso interesse pelo assunto pauta-se em nossa experiéncia vivida, enquanto professores
e pesquisadores da area de Educagdao Matematica. Assumimos para este trabalho uma
postura fenomenoldgica. Isso significa que nossas consideragdes ndo sdo generalidades,
mas sim, interpretagdes e compreensdes do que nos propomos a pesquisar. Justificamos a
escrita do texto pela complexidade envolvendo a tematica, visto que ndo ha consenso entre
educadores sobre quando iniciar, no contexto da sala de aula, o trabalho com a matematica
formal. E, ao mesmo tempo, a escolha do tema justifica-se também por sua importancia,
visto que sdo as demonstragdes matematicas que fundamentam as teorias desta Ciéncia,
garantindo sua validade ou ndo. Partimos pelos caminhos da Historia da Matematica, que
nos mostra que, em principio, as verdades da matemdtica eram constituidas de modo
intuitivo, depois foram entrelagadas pela Légica Matematica e, na atualidade, sdo definidas
por suas caracteristicas légico-epistemoldgicas, retdricas e heuristicas. Nesse contexto,
destaca-se para nds os numeros racionais, pela riqueza matematica envolvida na
constituicdo desse conjunto numérico e por sua presenca na Educagdo Basica. Assim, nos
debrugamos sobre o tratamento formal deste conjunto numérico e, enquanto educadores,
ndo perdemos de vista o contexto educacional. Anunciamos que nossa intengdo nao é
arbitrar sobre a formalizagdo da matematica em seu ensino na Educagdo Basica, mas sim,
expor um estudo tedrico sobre algumas ideias matemdticas envolvendo os numeros
racionais que sintetizam nossas compreensoes.

PALAVRAS-CHAVE: Prova ou demonstragdo. Ensino de Matematica. NUmeros racionais.
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INTRODUGCAO

A importancia da matematica para o avanco da Ciéncia e da Tecnologia é algo
reconhecido desde o século XVIII. Tal reconhecimento impulsiona a inser¢do dessa
ciéncia como uma disciplina do contexto escolar nos curriculos de praticamente
todos os paises do mundo. Desde entdo, ela vem sendo abordada em diversas
perspectivas, que a tematizam do ponto de vista de sua producdo, de sua
aplicabilidade, de seu ensino, de sua aprendizagem e de sua organizacao.

E remanescente do século XVIII também uma preocupacdo em possibilitar
acesso a ideias avancadas da matematica aos estudantes dessa disciplina desde a
educacgdo basica, ou seja, de trabalhar a “Matematica Elementar de um Ponto de
Vista Superior” (KLEIN, 2010). Dentre os caminhos para a inser¢do no contexto
escolar das ideias avangadas da matematica, enquanto ciéncia, estd a
demonstragao, que é um tipo de prova matematica.

Segundo Garnica (1995, p.12-13), a demonstragdo é

uma explicagdo aceita por uma dada comunidade num dado momento,
podendo ser rebatida, refutada ou aceita no interior da comunidade
Matemadtica, porém, s6 sdo aceitas como provas as explicagdes que adotam
uma forma particular, um conjunto de enunciados vélidos organizados
segundo certas regras, sendo que um enunciado ou é reconhecido como
verdadeiro ou é deduzido a partir do precedente por regras de dedugdo
vélidas e pré-fixadas, do dominio da Ldgica. A esse tipo particular de prova
Balacheff chama demonstracdo.

De antemdo, anunciamos que uma demonstragdo matematica pode ter
muitos propdsitos e significados. S3o as demonstracdes, por exemplo, que
estabelecem a validade relativa a um enunciado ou proposicdo, garantindo se é
verdadeira ou falsa, bem como que nos convencem sobre uma verdade
demonstrada (SILVA, 2002).

As demonstracées matematicas podem ser pensadas como formas de
argumentacdo dentro de uma teoria formal, pois ndo precisamos desenvolver toda
uma discussdo sobre uma afirmagdo matematica para que a sua validade seja
aceita, uma vez que a prépria demonstracao da afirmacdo, desde que esteja de
acordo com as regras da ldgica, argumentara e convencerd aquele que estuda a
prova em si (GARNICA, 2002).

Quando pensamos a demonstracdo nas aulas de Matematica da Educacao
Basica, o objetivo é a aprendizagem (HANNA 1995, p. 48). Segundo a autora, a
demonstracdo possibilita a vivéncia do processo de descoberta, compreensdes
sobre o que é uma conjectura matemadtica, a experiéncia de formulacdo de
conjecturas, o desenvolvimento do raciocinio matematico e a manipulacdo da
escrita matematica.

As demonstracGes matematicas também nos auxiliam no desenvolvimento da
capacidade de “explorar situacdes problemas, procurar regularidades, fazer e
testar conjecturas, formular generalizacbes, pensar de maneira ldogica”
(MACHADO; SANTOS, 2011, p. 52).

Nesta perspectiva, o presente artigo tem por objetivo apresentar um estudo
tedrico sobre a demonstracdo de propriedades dos conceitos dos numeros
racionais como uma possibilidade para a producdo de conhecimento matematico.
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Partimos pelos caminhos da Histdria da Matematica e nos debrugamos sobre o
tratamento formal dos nimeros racionais considerando o contexto da Educacao
Basica, apresentando ao leitor, um texto que discute este conjunto numérico, do
ponto de vista formal.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Este estudo é de cunho qualitativo, desenvolvido de acordo com os principios
de uma postura fenomenoldgica. A opcdo pela Fenomenologia é porque a
consideramos como uma forma radical de pensar.

Ela parte, necessariamente, de caminhos conhecidos de fazeremrse as coisas,
desafia os pressupostos aceitos e busca uma nova perspectiva para ver o
fendmeno. Enquanto um método genuinamente radical fundamenta-se em
novos conceitos, 0s quais, no comeco, para aquele que nela se inicia, sdo
estranhos e desconhecidos. A medida que se “habita” a nova linguagem,
entende seus significados que se referem tanto as proposi¢oes, ideias e corpo
de ideias (BICUDO, 1983, p.11)

Desse modo, nossas consideracdes ndo s3ao generalidades, mas sim
compreensdes e interpretagdes acerca do que nos propomos a pesquisar. A
pesquisa fenomenoldgica

estd dirigida para significados, ou seja, para expressdes claras sobre
percepgdes que o sujeito tem daquilo que esta sendo pesquisado, as quais
sdo expressas pelo proprio sujeito que as percebe...)e ndo esta interessado
apenas nos dados coletados mas nos significados atribuidos pelos sujeitos
entrevistados/observados (MARTINS; BICUDO, 1989, p.97)

Enquanto pesquisadores, temos a clareza da “ndo separagdo entre o
percebido e a percepgao de quem percebe, uma vez que é exigida uma correlagdo
de sintonia, entendida como doagdo, no sentido de exposi¢do, entre ambos”
(BICUDO, 2012, p. 18).

Bicudo (1999) nos diz que percebemos mediante uma intencionalidade, pois
enquanto pesquisadores, nos debrucamos sobre o fendémeno investigado, guiados
pela consciéncia, compreendida como o estar voltada atentamente para algo que
se mostra, que nos interessa. Quando algo esta a mostra, ele ndo se mostra de
imediato — depende a todo instante da intenc¢do do sujeito que interroga, do rigor
e da insisténcia para se obter aquilo que é caracteristico, basico e essencial do
fendmeno.

Sendo o fenédmeno percebido pelo sujeito, a percepcdo é particular. Nesse
sentido, a realidade jd ndo serd mais objetiva, mas se torna aquilo que se
compreendeu, que se interpretou e que se comunicou do percebido. “E, portanto,
perspectival, ndo havendo uma Unica realidade, mas tantas quantas forem suas
interpretacdes e comunicacdes” (BICUDO, 1994, p. 18).

Assim, apresentamos uma compreensdao possivel: focamos o fenémeno
demonstra¢des matematicas no conjunto dos nimeros racionais com a clareza
da impossibilidade de esgotar o tema.

Uma investiga¢do qualitativa, de cunho fenomenoldgico, ndo sustenta
generalizagdes de resultados passiveis de serem estendidos e aplicados a
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outros contextos. Entretanto, mediante o movimento especifico da redugdo
fenomenoldgica, as compreensdes expressas apontam para as caracteristicas
nucleares ao fendmeno, [...] explicitando polissemias de significados de
palavras e possiveis sentidos que elas carregam, e articulando em ideias cada
vez mais abrangentes o expresso nos individuais (MONDINI; BICUDO, p. 03,
2019)

Assumir a fenomenologia como uma postura metodoldgica significa que
procuramos compreender o fendmeno, partindo de como ele se mostra a nés, em
nossa experiéncia vivida, ou seja, em disciplinas que tratam do tema no curso de
Licenciatura em Matematica, em textos que versam sobre o assunto e em nossa
pratica enquanto professores de Matematica.

Os procedimentos sdo inseparaveis do fendmeno focado e do pesquisador.
No entanto, “transcende a esfera da subjetividade do sujeito que pde em marcha
a pesquisa” (MONDINI; BICUDO, 2019, p.03). Pois, de modo dialético, o movimento
investigativo realiza ininterruptamente o pensar meditativo, articulando perguntas
e revelando articulagdes clareadoras, que expomos na continuidade do texto.

SOBRE SENTIDOS E SIGNIFICADOS DE DEMONSTRAGCOES MATEMATICAS

Segundo Bicudo (2002), as demonstragGes matematicas sdo artificios
utilizados por matematicos para fundamentar uma teoria, pois sdo elas que
garantem a validade ou nao das afirmagdes matematicas. Ainda, de acordo com o
mesmo autor, os primeiros registros de demonstracées matematicas que tivemos
acesso sdo relativos aos séculos V e IV a.C., estdo ligados ao conhecimento grego.

[...] os gregos herdaram - por meio de Tales - a matematica (geometria) dos
egipcios. Mas, em algum ponto da histdria, no cadinho em que se formou o
pensamento grego, em geral, e o pensamento matemdtico grego, em
particular, uma faisca de genialidade alterou o material. Disso resultou ndo
bastar mais ver para crer; para CRER era preciso PROVAR. O mundo sensivel
era mutavel e ilusério. Havia mister de apreender o estavel por tras da
mudancga, a unidade que se escondia na multiplicidade e o eterno no perecivel
(BICUDO, 1999, p. 118).

Num momento anterior, em civilizagdes como a dos egipcios e babil6nios, ndo
encontramos ideias semelhantes ao que hoje chamamos de uma demonstracdo
matematica. Embora eles se valessem de instru¢Ges para a resolucdo de
problemas, em suma, eram apenas passos recomendados, sem registros que
justificassem os resultados obtidos. Tais resultados, em sua maioria, eram
baseados nas experiéncias vividas, muitas vezes ligadas as necessidades cotidianas
das sociedades.

Em relacdo a matematica egipcia e babil6nica, Domingues (2002, p. 56) diz que

[...] nenhuma delas se baseou em qualquer estrutura axiomatica que se
pudesse servir de garantia para a validade dos procedimentos praticos de que
essencialmente se compunham. O critério de confiabilidade das regras e
procedimentos usados era simplesmente a concordancia com a realidade a
que se destinavam.

Domingues (2002) relata que os matematicos egipcios utilizavam evidéncias
fisicas, métodos de tentativa e erro, comparacées e em algumas situagdes, como
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no volume do tronco de piramides, dedugdes algébricas. Ainda, segundo o mesmo
autor, é possivel que os egipcios ja tivessem a ideia de demonstra¢cdo, mesmo que
para isso nao utilizassem nenhum formalismo.

A respeito da transicdo de uma matematica obtida apenas pelas observacoes
da natureza ou por tentativa e erro, para uma matematica demonstrativa. Eves
(2004, p.94) nos diz:

Pela primeira vez na matemdtica, como em outros campos, o homem
comegou a formular questdes fundamentais como “Por que os angulos da
base de um triangulo isdsceles sdo iguais?” e “Por que o didametro de um
circulo divide esse circulo ao meio?”. Os processos empiricos do Oriente
antigo, suficiente o bastante para responder questdes na forma de como, ndo
mais bastavam para as indaga¢des mais cientificas na forma de porqué.
Algumas experiéncias com o método demonstrativo foram se
consubstanciando e se impondo, e a afeicdo dedutiva da matematica,
considerada pelos doutos como sua caracteristica fundamental, passou ao
primeiro plano.

Outro fato importante aconteceu na Grécia Antiga, com o inicio do
desenvolvimento da légica, mais precisamente com Aristételes (384 — 322 a.C.) de
Estagira, um grande sistematizador da logica formal. O trabalho desenvolvido por
ele traz em sua proposta o que chamamos de formas validas de inferéncia.

Uma forma valida de inferéncia é um modo de se obter conclusdes a partir de
pressupostos; uma inferéncia é (logicamente) vdlida se a veracidade das
conclusdes depender apenas da veracidade dos pressupostos, bem como serd
formal se independer do conteudo (do que é dito), mas depender da forma ldgica
das assergdes (de como isso é dito) (SILVA, 2007, p. 49).

Silva (2007) utiliza o seguinte exemplo: “se assumo como premissa que todo
homem é mortal e que Sdcrates € um homem, segue que Sdcrates é mortal”
(SILVA, 2007, p. 49). Analisando essa frase percebemos que a validade de uma
inferéncia ndo tem dependéncia em relagdo aos conceitos que aparecem na frase,
como os conceitos de mortalidade e humanidade, tampouco com Sdcrates.

A validade, como dita acima, é assumida a partir do que se disse. Entretanto,
na logica desenvolvida por Aristdteles, ha uma estreita relacdo com as assercoes
envolvidas, e, por conseguinte, a sistematizacdo da légica “ocorre na sociedade
grega quase contemporaneamente e de forma estreitamente relacionada com as
profundas transformacdes que ocorriam na estruturacao da propria lingua grega”
(MACHADO; SANTOS, 2001, p.78). Disso, os autores destacam que a légica pouco
se relacionava com a matematica na antiguidade, mas estava diretamente ligada
ao idioma grego.

Porém, fica claro que todas as bases para uma matematica demonstrativa ja
estavam se desenvolvendo, mesmo que em suas fases iniciais. Até préximo ao
século XIX, a demonstracdo era trabalhada com meios intuitivos e, segundo
Domingues (2002, p. 61),

a partir de algum momento, porém, tornou-se necessario submeter a nogao
de demonstragdo a uma andlise mais profunda, com vistas a reduzir o recurso
ao uso da evidéncia intuitiva. Capitulos importantes da matematica, como o
Célculo, por exemplo, tinham sido explorados tdo profundamente que a

Pagina | 5 intuicdo apenas ou raciocinios heuristicos-geométricos ja ndo bastavam para
explicar alguns resultados aparentemente paradoxais.
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Entretanto, a légica desenvolve-se ao longo do tempo e, a partir de um
determinado momento da histéria — meados do século XIX — ela evolui:
“privilegiando linguagens simbdlicas e ampliando o seu repertério de modos
validos de inferéncia, ela foi capaz de fornecer um meio ideal de expressao e
articulacdo para as teorias matematicas, o que a légica Aristotélica estava longe de
poder prover” (SILVA, 2007, p.49). Dessa maneira, a logica passa a ser parte
fundamental nas teorias matematicas. Mas como seria 0 processo e
desenvolvimento de uma demonstracdo matematica?

De acordo com Bicudo, “demonstrar uma proposicdo (exprimindo uma
propriedade de um conceito) significa argumentar pela aceitagdo de sua validade,
a partir da validade de outras proposi¢Ges ja demonstradas” (BICUDO, 2002, p. 80).
Porém, ainda segundo autor, existem algumas proposi¢des que ndo sdo possiveis
de serem demonstradas e, para essas, sao estabelecidas algumas “arquiteturas das
teorias matematicas: que as consideram como sendo conceitos primitivos
(axiomas) e conceitos derivados (teoremas)” (BICUDO, 2012, p. 80).

Um axioma ou postulado é uma sentenca matematica que ndo é uma
definigdo e ndo precisa ser demonstrada. Bem diferente do que ocorre com
os teoremas — que precisam de demonstragao —, os axiomas ou postulados
ndao precisam ser demonstrados e sdo apresentados realmente como
decretos. Entretanto, como as nogBes primitivas, esses “decretos” ndo
surgem de opinides pessoais isoladas, sdo frutos da experiéncia, da
observagdo e, também, de certo “consenso coletivo” (MORAIS FILHO, 2012,
p. 164).

“Um teorema é uma sentenca matematica valida, cuja validade é garantida
por uma demonstragdao matematica” (MORAIS FILHO, 2012, p. 164). Os livros de
matematica apresentam sentencas que ja foram provadas, ou seja, teoremas. Um
teorema pode receber nomes distintos, dependendo do contexto em que ele esta.
Ele pode ser denominado de Coroldrio, Lema ou proposi¢ao.

Chamamos Corolario a um teorema obtido como consequéncia de outro
recém-provado. Nesse caso, o segundo teorema é chamado corolario do
teorema provado. Ja um teorema usado para provar outro que lhe sucede é
chamado lema; podemos dizer que um lema é um teorema auxiliar ou
preparatorio, que sera usado na demonstracdo de outro teorema. Em
algumas ocasides, chama-se proposi¢ao a um teorema que nao é central no
contexto e tem importdncia limitada (MORAIS FILHO, 2012, p. 137).

Assim, em matematica, todas as afirmacbes devem ser demonstradas, ou seja,
provadas para serem validas, a menos que sejam axiomas. Silva (2002) considera
a demonstracdao matematica como sendo simultaneamente uma “peca de retdrica
destinada a convencer, como um encadeamento ldgico conduzindo a verdade e ao
conhecimento e como um possivel catalisador de descoberta matematica” (SILVA,
2002, p. 68).

Nesse sentido, uma demonstracdo matemdtica é uma maneira de
convencimento de uma verdade e ao mesmo tempo é um modo de produzir novas
verdades, ou seja, como ja enunciado por Bicudo (2002), é um modo de
argumentar a partir de proposicdes ja demonstradas, bem como um modo de
originar esse encadeamento légico.

Pégina | 6
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uma demonstracdo é realizada quando sdo apresentados argumentos,
matematicamente validos, para cada uma das afirmagdes que enunciaram,
usaram factos conhecidos e anteriormente aceites como verdadeiros para
bases das suas justificagdes (...), encadearam os argumentos uns nos
outros de tal modo que umaideia fluia da anterior sem deixarem “pontas
soltas” ou contradigdes e deduziram, logicamente, uma conclus3o.
(BOAVIDA, 2001, p.13)

Para Silva (2002), as demonstracdes matematicas possuem como
caracteristicas os aspectos légico-epistemoldgico, retdrico e heuristico:

Chamarei de ldgico-epistemoldgico esse aspecto das demonstragdes que as
mostra como objetos logicos ideais, arvores ou sequéncias ordenadas no
espaco logico, segundo relagdes de dependéncia, ou consequéncia, logica. E
de retdrico o aspecto das demonstragGes, segundo o qual, elas aparecem
como portadoras de forga coercitiva de aquiescéncia as teses demonstradas.
Ha ainda um aspecto a ser considerado. Demonstra¢des podem ter também
uma fungdo heuristica. Isto é, elas podem ser indutoras de descoberta
matematica (SILVA, 2002, p. 69).

A partir desses aspectos observados, Silva (2002) refere-se a uma
demonstracdo matematicamente perfeita como sendo uma jungdo desses
fatores, ou seja, ela é “logicamente correta, compreensivel a um agente racional
com limitagdes cognitivas humanas, e, ainda assim, heuristicamente estimulante”
(SILVA, 2002, p. 71). Assim entende-se que uma demonstracdo perfeita é aquela
onde a riqueza heuristica deve ser acessivel a quem for se utilizar dela, levando em
consideracdo que todos somos limitados cognitivamente, a Unica exigéncia é que
ela esteja estruturada de acordo com as normas légicas.

O TRATAMENTO FORMAL DE ALGUMAS IDEIAS MATEMATICAS ENVOLVENDO
NUMEROS RACIONAIS

, . . ~ .. , a
Os nUmeros racionais sdao definidos como sendo os nimeros da forma p sendo

a e b numeros inteiros e b # 0. O conjunto desses nimeros é indicado pela letra Q,
e pode ser enunciado como:

Q:{%|a,b €7,b # 0}

em que Zindica o conjunto dos nimeros inteiros:
Z=4{..,-3-2,-10123,...}.

~ P a . . ~
Mas ndo é apenas na forma ,» OU seja, por meio de uma fragdo, que um

numero racional pode ser representado. Podemos expressa-lo ainda em sua forma
decimal, quando efetuamos a divisdo do numerador a, da fracdo, pelo seu
denominador b. Porém, a forma decimal de um numero racional pode resultar ou
em finita, ou em periddica, acontecendo a primeira todas as vezes em que temos
um fator primo de 10 (2, 5 ou ambos) no denominador de uma fracdo, e apenas
ele. Conforme demonstrado a seguir.

Teorema - Um numero racional possui representacdo decimal finita se, e
somente se, quando escrito na forma irredutivel a decomposicdo em fatores

primos de seu denominador possui apenas os fatores 2 ou 5.
Péagina | 7
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Demonstragdo - Seja V um numero racional com uma quantidade de casas
decimais finita, portanto V.= X+ 0,5,S, ...S,, em que X € Z é a parte inteira, e
S1S5 ... Sy, as casas decimais. Cada Sj é um nimero entre 0 e 9. Notemos que, se
S;j =0, para todo j =1, 2, ..., n, entdo V = X € um numero inteiro e podemos

escrevé-lo na forma fracionaria como V = Sog0°

Entdo, supondo que Sj # 0, neste caso 0,S,S,...S, X 10" =S,;S, S, —

$1S,..8 .
0,5,S,..S, = %, e assim,

$1S5..5n Xx10" +§;5,..5,
= X+ —— > = 2 ~wi-zwn
v T o v 2050
Dessa maneira, chegamos a uma representa¢do fraciondria de V com
numerador e denominador inteiros; logo V é racional. Para se obter a forma
irredutivel da ultima fragdo acima, talvez seja necessario simplificar a quantidade
de fatores primos comuns ao numerador e denominador, ficando apenas

poténcias de 2 e 5 no denominador.

Reciprocamente, seja % uma fracdo irredutivel comn € Z, m = 2P59 € Z e
n n n 5P~4 nx5P~4 .
> — = = =
p,q € Z > 0. Supondo p = q, temos = 5psq = pga X wped Top Aqui,

. n . . o e
podemos concluir que — Possui p casas decimais quando estd nesta forma. Para o

caso em que p < q a demonstracdo é analoga, o que encerra a prova deste
teorema.

Em algumas situacdes do contexto escolar, ao tematizar os nimeros racionais
é preciso fazer conversdes matematicas, tanto de fragdes para decimais, quanto
de decimais para fragdes. Quando o numero é dado na forma de fragdo, basta
efetuar a divisdo do numerador pelo denominador para obter o nimero decimal.

A conversdo de decimal para fracdo, por sua vez, exige a classificacdo do
decimal em finito ou dizima periddica, e o modo de proceder na conversao
depende dessa classificacdo. Para o caso em que o decimal é finito, temos que seu
denominador é uma poténcia de 10, como provado acima. Assim, para o converter

em fracdo podemos pensar no seguinte exemplo: 0,64 X 100 =64 — 0,64 =
64

100°
c,d.d, ...d,, em que c é sua parte inteira e d,d, ...d, sua parte decimal. Ao

multiplicarmos essa equacgao por 10" teremos:

Generalizando esta ideia para um decimal P de n casas, tem-se que P =

cP=c,dqd,...d
10"P = ¢P = ¢,dq4d, ...d, > P = #.
O processo de conversao de um decimal periédico em fracdo se da por meio

de um processo de demonstracdo, ou prova matematica. Vejamos um exemplo:
Temos que 0,2323232 ... = g. Para provar a veracidade dessa asserc¢do partimos
da premissa de que existe um x, racional, tal que x =0,232323 ... Se
multiplicarmos ambos os lados dessa equacdo por 100, teremos 100x =
23,2323 ... Sabemos que 23,23232 ... = 23 + x, e, portanto, podemos escrever
a equagdo 100x = 23 + x. Para encontrar a fragdo que gera o numero decimal,

, 23 ,
basta calcular o valor de x, que no exemplo é 59’ COMO queriamos demonstrar.

Ainda, sobre os niumeros racionais, podemos falar de suas propriedades, que
sdo regras matematicas que organizam a forma como operamos com esse
conjunto de numeros. Sdo propriedades dos nimeros racionais:
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Adicdo em @, defini¢do 1: Sejam a =% es =£ elementos de Q. Chama-se

soma de a com b e indica-se por a+ b o elemento de Q definido da seguinte
ms+nr

. m r
maneira:a+b=—+ -=
n S ns

Mostremos inicialmente que a soma independe dos pares utilizados para
. m m/ r r! -
definir a e b. De fato, se a = —=—e b= S =, entdo mn’ =nm’ ers’ = sr'.

Multiplicando a primeira dessas igualdades por ss’ e a segunda por nn’e, em
seguida, somando membro a membro as igualdades obtidas, tém-se msn’s’ +
rns’'n’ = nsm’s’ + nsr'n’, (ms+ rn)n’s’ = ns(m’s’ +r'n’), o que garante
ms+rn _ m's'+rmy

ns nrss/

Portanto, a correspondéncia (a,b) — a + b quaisquer que sejam a,b € Q, é
uma operacgao sobre Q. Para essa operagao, valem as seguintes propriedades, para
quaisquer a,b,c € Q:

A;) (@a+b)+c=a+ (b+ c) (associativa).
A;) a + b = b + a (comutativa).

. . . A .0 _ 0
As) Existe elemento neutro: é a classe de equivaléncia =5 =5 uma

3
m-'1+n0 _m o m
1 = padualquer que seja € Q. A classe de

m 0
vez que —+-=
n 1
. . . 0_0_0 , .
equivaléncia =5 =5 sera denotada simplesmente por 0.

A4) Paratodoa = % € Q, existe um elemento b talquea+ b = 0.

-m _ mn+(-m)n

—m .. Im
De fato, b = W € Q, pois Z+T

. s . ope m
chamado simétrico aditivo ou oposto de o

0 -m ,
=—-=0. O elemento — é
nn n n

Multiplicacdo em @Q, definicdo 3: Chamamos produto de a = % € Qporb=

EEQoeIementoab:axb:%.

Como mn € Z porque m e n sdo inteiros e rs € Z e considerando que rs # 0,
porquer # 0es # 0, entéo% € Q.

Logo, a lei que associa a cada (a,b) € Q X Q seu produto ab € Q, ou seja,
(a,b) — ab é uma operacio sobre Q que recebe o nome de multiplicag¢do.

Para a multiplicacdo em Q, valem as seguintes propriedades:
M) (ab)c = a(bc) (associativa).

M,) ab = ba (comutativa).

M;) Existe elemento neutro: é a classe de equivaléncia % = % = z = -, uma
m 1 m-1 m . Im . A .1
vez que —-o == qualguer que seja — € Q. A classe de equivaléncia 1=
2 = z = .-+ sera denotada simplesmente por 1.

M,) Paratodo a = % € Q" existe um elemento b, tal que ab = 1.

n , . m n mn 1
Trata-se de b = —, que é um elementode Q, poism # 0,e—"—=—=-=
m n m mn 1

n , . 72 e e g . o m ,
1. O elemento —e chamado simétrico multiplicativo ou inverso de —eé denotado
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por % = (%)‘1. Ou seja, todo a € Q" tem simétrico multiplicativo ou inverso.

Ademais, é imediato que ((%)‘1)‘1 = %

Pode-se provar que o inverso de % € Q" é Unico. Isso posto, fica facil provar

quesea,b € Q*, entdo (a-b)"t =a~!-b1. De fato:
(a-b)-(@*'-b)=[(@b)-at]-b7" =
=[a:(bra™)]-b'=[a-(@a* b)) b7 =
=[(a-a™')-b] b7t =
=[1:b]-bt=b-b"1=1.
A unicidade do inverso garante ent3o que, de fato: (a*b)"! =a~1b™1.
D)a(b + ¢) = ab + ac.

Concluimos que um numero racional pode ser escrito em forma de fragao, ou
em forma decimal (finita ou periddica). Todos os niUmeros que ndo possuem esta
caracteristica sdo denominados numeros ndo racionais. Quando, por exemplo,
calculamos a raiz quadrada de 3 em uma calculadora cientifica, encontramos o
valor de 1,732050808..., que em um olhar ingénuo pode ser classificado como
uma dizima periddica. Porém, ndo é possivel encontrar a dizima e nem seu fim,
pois ndo existem. Esse fato é provado por meio de uma demonstra¢do por
absurdo.

No processo de demonstra¢do por absurdo de uma “assercao A, supde-se a
falsidade de A e obtém-se como consequéncia uma falsidade qualquer ou,
equivalentemente uma contradicdo. O que mostra que A ndo pode ser falsa,
sendo, portanto, verdadeira” (SILVA, 2007, p. 52). Mas, como se daria a prova de

que V3 é n3o racional?

Por meio de uma demonstracdao por absurdo e pela definicdo de ndmero

racional, comecamos negando a assercao de que V3 é ndo racional. Logo, ele so
o , . . . n

pode ser racional. Se ele for um niimero racional, podera ser escrito na forma =

\/§, com m e n primos entre si.

2
~ n
Elevando ambos os lados da equagdo ao quadrado, temos: = 3 > n?=

3m?2. Logo n? é divisivel por 3; e assim, n também o é, ou seja, n = 3r, com r
inteiro. Disto e de n? = 3m? segue-se que 3%r? = 3m? - 3r2 = m?, mostrando
que m é divisivel por 3, o que é absurdo, pois m e n sdo primos entre si e sabemos,
por defini¢cdo, que ndo ha um ndmero que os divide simultaneamente, a ndo ser 1.

CONSIDERAGOES FINAIS

No ambito do ensino de matemadtica, as demonstragdes podem favorecer aos
estudantes o levantamento de hipdteses e de conjecturas, a resolucdo de
problemas, a avaliacdo de estratégias e de resultados. Também podem favorecer
a compreensdo de que a matemadtica, assim como as demais ciéncias, € um
conhecimento humano, em construcdo, fruto de saberes provenientes de
diferentes culturas e épocas histdricas.

ACTIO, Curitiba, v. 5, n. 2, p. 1-15, mai./ago. 2020.



S&ACTIO

Docéncia em Ciéncias

Pégina | 11

Entendemos que ensinar matematica a partir de um ponto de vista formal
requer planejamento. Para inserir as demonstracdes matemadticas no contexto
escolar é preciso dominio dos procedimentos légicos da linguagem matematica
(simbolos, inferéncias logicas e os métodos de demonstracdo). “A capacidade de
compreender uma demonstracdo ou uma justificacdo tedrica precisa de algum
tempo, é certo, mas é algo que se pode desenvolver se houver intencdo de o fazer
e clareza e sensatez nos objetivos a atingir” (FREITAS, 2011, p. 8).

As demonstra¢gdes em matemdtica vém nos trazer certeza acerca de uma
determinada afirmacdo, ou assercdo, que se faz a respeito dos objetos
matematicos — nesse texto, especificamente — sobre os niUmeros racionais: que
sdo numeros fraciondrios, que se apresentam em sua forma irredutivel e geram
numeros decimais finitos ou decimais periddicos.

Apesar de a Matematica ser, por exceléncia, uma ciéncia hipotético- -
dedutiva, porque suas demonstracdes se apoiam sobre um sistema de
axiomas e postulados, é de fundamental importancia também considerar o
papel heuristico das experimenta¢Ges na aprendizagem da Matematica
(BRASIL, 2017, p.267)

Ao apresentar as demonstragdes ou provas matemadticas, como um possivel
caminho para subsidiar discussGes sobre os numeros racionais, temos a inten¢ao
de promover um pensar sobre as potencialidades da inser¢do da linguagem formal
no contexto escolar, sempre que possivel e conveniente, de acordo com o
planejado pelo professor de matematica.

E por meio da demonstragdo, por exemplo, que justificamos o porqué de
ndmeros como a raiz quadrada de 3 ndo poder ser racional, apesar de em um
primeiro olhar deixar essa impressdo e, também, porque fragbes com
denominadores com numeros primos 2 e 5, ou ambos, se transformam em
decimais finitos. O que é diferente de apenas dizer que eles sdo finitos por
apresentarem os numeros 2 e 5 em seus denominadores. O raciocinio envolvido é
outro. A demonstracdo envolve, segundo Davis e Hersh (1985), um modo de
proceder formal, abstrato e simbdlico, que exige conhecimento prévio e dominio
da linguagem matematica utilizada. H4 um consenso de que

mesmo nos niveis elementar e médio é proveitoso desenvolver nos alunos o
gosto pela argumentagdo em geral e pela demonstragdo como elemento
central da prépria matematica, como alias vem referido de forma muito clara
nos programas. Sem dedugdes, a matematica pode tornar-se uma simples
coleccgdo de resultados interessantes e Uteis, mas desconexos, sem uma visao
clara de quais sdo os pontos de partida e quais as conclusGes que deles se
podem tirar (FREITAS, 2011, p.1).

Quando ha a compreensdao de uma demonstracdao ndo se faz necessaria a
construgdo de discursos para que se aceitem as propriedades da teoria. E a teoria
que traz as justificacbes e os convencimentos necessarios a producdo de
conhecimento matematico. Ao inserir discussGes que remetem as ideias de
formalizacdo no processo de ensinar matemadtica, é necessario dar ao estudante o
acesso a linguagem formal e a um certo tipo de raciocinio, caracteristico desta
Ciéncia.
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A study on the formal treatment of rational
numbers

ABSTRACT

The objective of this paper is to present a study about the formal treatment of some
concepts related to rational numbers, with discussions based on demonstrations. Our
interest in the subject stems from own experience in the field of mathematics education
both as teachers and researchers. For the present work, we assumed a phenomenological
stance. This means that our considerations are not generalities, but interpretations and
understandings of what we sought to study. The justification for writing this paper stems
from the complexity of the theme, as there is no consensus among educators regarding
when to start formal work on mathematics in a classroom context. The choice of theme is
further justified by its importance, since these are mathematical demonstrations which
underpin the theory of this science, thus ensuring its validity. We thread the path of the
history of mathematics from the beginning, when mathematical truths were intuitively
constituted, to be later intertwined by mathematical logic, to the present day, when they
are defined by their logical-epistemological, rhetoric and heuristic characteristics. In this
context, we were attracted to the study of rational numbers, due to the mathematical
richness involved in the constitution of this numerical set, and their presence in elementary
education. We focus on the formal treatment of rational numbers while, as educators, we
try not to lose sight of the educational context. We state that it is not our intention to
arbitrate on the formalization of mathematics or the teaching of this science in elementary
education, but rather, we aim to introduce a theoretical study regarding some
mathematical ideas involving rational numbers that synthesize our understandings.

KEYWORDS: Proof or demonstration. Teaching of mathematics. Rational numbers.
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