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Fractais gerados por sistemas de funcoes
iterativas

RESUMO

Este trabalho foi desenvolvido ao longo da disciplina de Algebra Linear A do curso de
Licenciatura em Matematica da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana (UTFPR). Esta
pesquisa abrange os seguintes tépicos: breve definicdo do que sdo fractais e quais as suas
caracteristicas; o que sdo transformacdes lineares e transformacdes afins; o que é o
método do sistema de fungdes iterativas (IFS); como gerar um fractal através do método
IFS; e como determinar a dimensao fractal. Os fractais construidos neste trabalho sdo o
Conjunto de Cantor, a Curva de Koch, o Triangulo de Sierpinski e a Samambaia de Barnsley
e foram gerados através de transformagdes afins aplicadas no software Jupyter e
baseados nas informacgdes presentes no Caderno Pedagdgico da professora doutora
Elizabeth Wegner Karas. A dimenséao fractal apresentada mostra uma maneira simples de
determinar a dimensdo de uma figura fractal no plano, esta maneira é conhecida como
método da contagem de caixas. Com este trabalho, é possivel notar uma aplicacdo das
transformagdes afins no plano.

PALAVRAS-CHAVE: Fractal. Transformagdes. Sistema de fungdes iterativas.
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INTRODUCAO

Este trabalho foi desenvolvido durante a disciplina de Algebra Linear A, cujo
objetivo era que, ao final desta, os estudantes apresentassem alguma aplicacdo
dos conceitos vistos na disciplina.

Os fractais desenvolvidos neste trabalho foram construidos através do
software Jupyter e com apoio do Caderno Pedagdgico da professora doutora
Elizabeth Karas (2008).

FRACTAIS

O termo ‘fractal’ vem do latim fractus que significa quebrar ou fracionar. As
principais caracteristicas dos fractais sdo os processos iterativos e a
autossimilaridade.

Os processos iterativos consistem em repetidas aplicacdes de uma ou mais
transformacdes em uma figura no plano. Por exemplo, se o Nivel 0 é uma figura,
entdo o Nivel 1 é alcancado através de uma ou mais transformacdes aplicadas ao
Nivel 0. Por sua vez, o Nivel 2 é obtido através da aplicacdo das mesmas
transformacGes, mas agora aplicadas ao Nivel 1 e, assim, sucessivamente. De
forma geral, o Nivel n serd obtido ao se aplicar as transformacgGes ao nivel
imediatamente anterior.

A autossimilaridade é a caracteristica de uma figura onde cada uma das de
suas partes se assemelha ao todo. Matematicamente, um subconjunto fechado e
limitado do plano euclidiano R? é dito autossimilar se puder ser descrito da
forma: S =S5, US, US; U...US, em que $;,5,,53,...,5; sdo conjuntos ndo
sobrepostos, cada um dos quais é congruente a contracao de S de mesmo fator s
(0 < s < 1). (ANTON, 2012, p. 627).

Na definicdo dada por Anton (2012) esta expresso o processo de cria¢cdo de
um fractal, isto é, a unido de todas as itera¢des (envolvendo contragdes) que sdo
aplicadas a uma figura qualquer é chamada de fractal.

Figura 1: Conjunto de Cantor
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Fonte: <http://www.avaad.ufsc.br/moodle/file.php/27/Fractal/poeira_cantor.jpg>.

Normalmente, a construgdo do Conjunto de Cantor é definida como dado
um segmento de reta de comprimento unitario. Divide-se este segmento em 3
partes iguais, retirando-se o seu terco médio. Essa é a primeira etapa, ou
primeiro nivel da construcdo. Na segunda etapa, retira-se o terco médio de cada
um dos dois segmentos restantes da primeira etapa. As por¢des restantes sdo
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novamente divididas e delas sdo retirados os tercos médios, procedendo-se
sucessivamente do mesmo modo. O processo é repetido fazendo-se o nimero de
etapas, ou niveis, N, tender a um numero infinitamente grande. A figura obtida
quando N - oo é o conjunto de Cantor. (ASSIS, 2008, p. 2304-6).

A definicdo utilizada neste trabalho é que o Conjunto de Cantor (Figura 1) é
um exemplo de fractal, e nele podemos observar a definicdo de Anton (2012),
onde o fractal é a figura toda, mas o primeiro segmento da segunda linha é
formado através da contracao de % do segmento da primeira linha e o segundo
segmento da segunda linha além da contracdo de 7% do segmento da primeira
linha este é deslocado %.

O método IFS (Sistema de Fungdes Iterativo) é uma técnica para a construgao
de fractais baseada em transformacdes afins, para isso é necessario compreender
0 que sdo as transformacdes lineares e afins.

TRANSFORMAGAO LINEAR E TRANSFORMAGAO AFIM

Uma transformacgdo T: R™ — R™ é dita linear se for constituida das seguintes
propriedades em relacdo as operacGes de soma e produto por escalar:

Tw+v)=Tw)+T),Yu,veR™
T(Au) = AT (u),VA € R,u € R™

A maneira de representar a composicdo de uma transformacdo com ela
mesma é da seguinte forma: Vu € R™

T =T(uw)
T? = T(T(w))
T™ =T(T(...(T(w)))
A seguir, alguns exemplos de transformagdes lineares no plano:
a) identidade (Figura 2): a transformagdo T(x,¥)=(x,y) ou

T (;) = (é 2) (;) é a transformacdo que mantém as coordenadas de

xey.

Figura 2: Identidade

u Tiu),

Fonte: Autoria prépria (2019).
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b) reflexdo em torno do eixo X (Figura 3): a transformacdo

— (v _ X _ (1 0Y\(X\ . ~
T(x,y)=(x,—y) ou T(y) = (O _1) (y) é a transformagdo que
mantém a coordenada de x, mas a coordenada y muda para —y.

Figura 3: Reflexdo em torno do eixo X

T(w)

Fonte: Autoria propria (2019).
c) reflexdo em torno do eixo Y (Figura 4): a transformagdo T (x,y) = (—x,y)

ouT (;C/) = (_01 (1)) (;) é a transformacdo que mantém a coordenada

de y, mas a coordenada x muda para —x.

Figura 4: Reflexdo em torno do Eixo Y

Tlu)

Fonte: Autoria prépria (2019).
d) reflexdao na origem (Figura 5): a transformagdo T(x,y) = (—x,—y) ou

T (;) = (_01 _01) (;) é a transformacdo que muda as coordenadas

de x para —x e de y para —y.

Figura 5: Reflexdo na Origem

Fonte: Autoria prépria (2019).

Y
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e) a reflexao na bissetriz dos quadrantes impares (Figura 6): a transformacao
T(x,y) = (y,x) ou T(x) = (0 1) (x) é a transformacdo que muda
’ ’ y 1 0/\Y
as coordenadas de x para y e de y para x.

Figura 6: Reflexdao na bissetriz dos quadrantes impares

Fonte: Autoria propria (2019).

f) escalonamento: dada uma transformacgdo T (x,y) = a (y, x).

Se |a| = 1, teremos a Identidade; se @ € (0,1) teremos uma contragdo; se
a > 1, teremos uma expansdo; se a € (—1,0) teremos contragdo e reflexdo na
origem; se a < —1 teremos a expansao e a reflexdo na origem.

g) rotacdo em um angulo (Figura 7): A rotacdo é dada por um angulo 8 €

(—m, ) através da transformacdo T (;) = (Z?;g _Czisn:) (;)

Figura 7: Rotagdo dado um angulo

Fonte: Autoria prépria (2019).

Observagdo: Uma transformacdo afim é a soma de uma transformacdo
linear, ndo singular, com um vetor.

Defini¢do: Se w:R™ — R™ é da forma w(u) =T(u)+ Bonde T é uma
transformagdo linear, ndo singular, e f um vetor do R™, entdo w é uma
transformacao afim.

SISTEMA DE FUNCOES ITERATIVAS (IFS)

Sistema de Funcdes Iterativos, também conhecido por IFS (/terated Function
Systems), é um método de construir fractais, onde estes sdo definidos como “o

pagina | 5 limite do processo iterativo de um conjunto finito de transformacgdes afins, essas
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transformacgGes devem necessariamente envolver contracdes” (KARAS, 2008, p.
68).

Matematicamente, temos:

Considere A € R? um conjunto inicial e N contragdes w;: R?* - R? com fator
de contragdo 0 < a; < 1(i = 1,...,N). Definimos W:R?* > R* como sendo
W) =UY,w;(4) onde w;(A)={w;(x)|x€EA} é a imagem da
transformagdo w; quando aplicada aos vetores de A.

Assim, W também serd contragdo, com fator a« = max{a;,i =1,...,N}.
(KARAS, 2008, p. 68).

O fractal é criado a partir do limite de W™(A) com n tendendo ao infinito
positivamente, onde serd necessario aplicar, de modo iterativo, uma quantidade
de contragdes em um conjunto A qualquer.

Exemplos de fractais gerados por IFS:

Todos os exemplos apresentados neste trabalho sdo uma aplicacdo do que
estd expresso na definicdo de Karas (2008) e utilizando o método de criagédo de
fractais a partir de limite.

a) o Conjunto de Cantor
Seguindo a definicdo, para construir o Conjunto de Cantor, tem-se:
a)i=§x+ei,comi=1,2eel=0eez=§
Considerando W (A) como a unido dessas duas transformagdes, o Conjunto
de Cantor (Figura 8) pode ser definido como lim W™(A).

n—+ o

Figura 8: Conjunto de Cantor

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Fonte: Autoria propria (2019).

b) Curva de Koch

Seguindo a defini¢do, para construir a Curva de Koch, tem-se:

W‘(;C’)%(Z?rjgz _czlsne?l>(;)+(2) onde  6;, e e f; estdo

apresentados no Quadro 1.

Quadro 1: Informagdes para a construgao da Curva de Koch
i ‘ e fi
1 0 0|0

110
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Fonte: Autoria propria (2019).

Considerando W (A) como a unido dessas duas transformacdes, a Curva de
Koch (Figura 9) pode ser definido como lim W™(A).

n—-+ oo

Figura 9: Curva de Koch

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2
M N P P Y
Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

Fonte: Autoria propria (2019).

c) Triangulo de Sierpinski

Seguindo a defini¢do, para construir o Triangulo de Sierpinski, tem-se:

w; (i) ((1) (1))( ) (fl) onde e; e f; estdo apresentados no Quadro
2.

Quadro 2: InformacgGes para a construcdo do Triangulo de Sierpinski

11010
2 1 0
2
3111

4 | 2

Fonte: Autoria prépria (2019).

Considerando W (A) como a unido dessas duas transformagdes, o Triangulo
de Sierpinski (Figura 10) pode ser definido como lim W™(A).

n—-+ oo

Figura 10: Triangulo de Sierpinski
A

N
A g o B gé;?s&&l

Nivel 4 Nivel & Nivel 6

Pagina | 7

Fonte: Autoria prépria (2019).
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d) Samambaia de Barnsley

Seguindo a defini¢do, para construir a Samambaia de Barnsley, tem-se:

Wi (;C/) - (le Zi) (;C/) + (j{) onde a;, b;,c;,d;,e; e f; sdo dados no
Quadro 3.

Quadro 3: Informagdes para construgdo da Samambaia de Barnsley

0.2 -0.26 | 0.23 | 0.22 0.4 0.45

0.85 0.04 | -0.04 | 0.85 0.07 0.18

0.16 0.5 0

|l W N
o
o
o

-0.15 | 0.28 0.26 | 0.24 0.57 -0.08

Fonte: Autoria prépria (2019).

Considerando W(A) como a unido dessas duas transformagGes, o
Samambaia de Barnsley (Figura 11) pode ser definido como liin W™ (A).
n—+ oo

Figura 11: Samambaia de Barnsley

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 4

¢

\””’if

Nivel 7 Nivel 10 Nivel 13

Fonte: Autoria prépria (2019).

DIMENSAO FRACTAL

As dimensdes que sdo fraciondrias usualmente sdo denominadas como
dimensodes fractais.

A dimensdo de um fractal, que possui autossimilaridade estrita, pode ser
obtida notando: “o nimero p de subpartes que se tomam no lugar de uma
determinada parte fractal” (SERRA, 1997, p. 15) e “o fator de reducdo q da parte

considerada para cada subparte que entra em seu lugar”. (SERRA, 1997, p. 15). A
Log p

dimensdo serd dada por dim = — .
Log q

Exemplo de Dimensao fractal:

Na Curva de Koch (Figura 10) o Nivel 0 comeca com apenas um segmento, ao
Pagina | 8 aplicar a transformacao pela primeira vez, obtendo o Nivel 1, o segmento unitario
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. L 1 -
é substituido por quatro segmentos que medem 3 do segmento inicial. Temos,
1

p:4eq:3

Logo a dimensdo do primeiro nivel da Curva de Koch é dada por:

) log4 log4
dim = — 1 7003 " 1,2618595
log 3 09

Para encontrar a dimensdo de figuras convencionais é possivel utilizar esse
mesmo método. Consideremos um quadrado como Nivel 0 e o Nivel 1 é formado

por quatro quadrados. Temosp = 4eq = %

Logo a dimensao sera dada por:

. log4 log4
dim= — 1 = ] > =
log 2 09

METODO DA CONTAGEM DE CAIXAS

O Método da Contagem de Caixas é um método geral para determinar a
dimensdo, possivelmente fraciondria, de um fractal no espaco. O método
consiste em sobrepor a figura uma malha quadriculada cujos quadrados tém
arestas iguais a & e contar quantos desses quadrados possuem ao menos um
ponto da figura. Denotemos essa quantidade por n. A dimensdo fractal medida
por esta malha é dada por —log(n)/log(§). Como por exemplo a Figura 12.

Figura 12: Contagem de caixas
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Fonte: Serra (1997).

Porém, se a medida § for muito grande o valor medido ndo sera preciso,
para chegar em uma medida mais precisa basta usar uma malha cujo valor de §
tenda a zero. Logo a dimensdo serd dada pelo limite:

) logn
lim —
§-0 log &

Pagina | 9 Exemplo de utilizagdo deste método:
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Figura 13: Linhas costeiras da Gra-Bretanha e Irlanda
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Fonte: Costa (2014).

Uma aplicacdo do método da contagem de caixas é a dimensdo das costas
britanica e irlandesa. Na Figura 13 podemos observar as duas linhas costeiras

. S 1
cobertas por uma malha quadriculada com quadrados de arestas iguais a 2 €

S 1 .

outra coberta por quadrados de arestas iguais a o A quantidade de quadrados
gue possuem ao menos um ponto do contorno dessas linhas costeiras é 194 na
primeira malha e 283 na segunda.

A dimensdo da linha costeira através da primeira malha sera:
log 194 log 194
"~ log 24

dim = — 1 =1,65757

logﬂ
A dimensdo da linha costeira através da segunda malha sera:
log 283 log 283

dim = — = = 1,628931
lo 1 log 32
932
Como dito anteriormente, para chegar em uma dimensao mais precisa basta
. l . .
calcular ,lsmé — % mas para determinar o valor n precisamos do valor §.

CONCLUSAO

A construcdo dos fractais através do método IFS pode ser desenvolvida tanto
no Ensino Superior quanto ao longo do Ensino Médio, sendo uma maneira
dindmica de apresentar uma aplicagdo das Transformagdes Afins no Plano e de
desenvolver a criatividade do estudante.

Além das Transformagdes Afins no Plano, as Diretrizes Curriculares da
Educac3o Basica do Parand (DCE-PR) (PARANA, 2008) imp&em que os estudantes
do Ensino Médio aprofundem seus conhecimentos sobre geometria nao-
euclidiana abordando o conteldo de geometria fractal e este artigo proporciona
o conhecimento bdsico acerca das nogdes do conceito de fractal e um método de
construgdo dos mesmos.

Ao longo das pesquisas, foi perceptivel como os conceitos de Fractais e
Dimensdo Fractal ndo se restringem apenas a Matematica, mas podem ser
aplicados e discutidos em outras areas de conhecimento como, por exemplo: na
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Geografia, onde podemos dimensionar as costas (Figura 13); na medicina para
conseguir detectar algumas patologias, entre outros.

Pagina | 11
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Fractals generated by iterated function
system

ABSTRACT

This work was developed during the course of Linear Algebra A from the Mathematics
program of the Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. It covers the following
topics: a short definition of fractals and their features; what linear transformations and
affine transformations are; what is the method of iterated function system (IFS); how to
generate fractal using IFS; e how to determine the fractal dimension. The fractals built in
this work are the Cantor Set, the Koch curve, the Sierpinski triangle, and the Barnsley
fern. They were generated using affine transformations programmed on a Jupyter
Notebook. They were based on the information presented on the work of Professor
Elizabeth Wegner Karas that shows a simple way of determining the fractal dimension of
a planar figure, this method is known by Box counting.

KEYWORDS: Fractal. Transformations. Iterated Function System.
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